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Kapitel 1
Einleitung

Informationstechnologie ist eine im 21. Jahrhundert schnell fortschreitende Wissen-

schaft, deren alltdglicher Einsatz eine immer gréflere Rolle spielt.

Erst in den letzten Jahrzehnten wurden Information und Informationsverarbeitung
als physikalisches Phéinomen erkannt und behandelt. Dies half der weiteren Entwicklung
der Informationstheorie, wobei die Verwendung der Quantenmechanik einige Aspekte

grundlegend dnderte.

Zuerst deutete Richard Feynmann [1] 1982 darauf hin, daf§ es uniiberwindbare
Schwierigkeiten gebe, quantenmechanische Systeme mit klassischen Computern zu si-
mulieren und es vorteilhaft wére, einen Computer zu entwickeln, der auf den Prinzipien
der Quantenmechanik beruht. In den folgenden Jahren arbeiteten Wissenschaftler wie
Deutsch [2] an einem Quantencomputer-Modell, um festzustellen, ob dieses irgendwel-
che Vorteile gegeniiber dem klassischen Modell der Touring Maschine besitzt [3].

1994 zeigte P.W. Shor, daf} die Primfaktorzerlegung grofier Zahlen mit einem fik-
tiven Quantencomputer effizient durchgefiihrt werden konnte [4]. Viele derzeitige Ver-
schliisselungsverfahren (z.B. RSA) beruhen auf der Tatsache, dafl dies mit klassischen
Computern in brauchbaren Zeitraumen unmoglich ist. Diese Nachricht erregte beacht-
liches Aufsehen, da demnach ein Quantencomputer geeigneter Systemgrofe in der Lage
wiére, geheime Daten zu entschliisseln. In den letzten Jahren wurden weitere Quanten-
Algorithmen entwickelt, wie z.B. Grover’s Suchalgorithmus [5], die den klassischen Ana-

loga unschlagbar iiberlegen sind.

Bis zum heutigen Tage steht man noch vor einer Reihe von Problemen, die den Weg
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zu einem nutzbaren Quantencomputer erschweren. Die aktuelle Forschung befaf3t sich
mit den grundlegenden Prinzipien und Verhaltensweisen von Quanteninformation und

deren experimenteller Umsetzung.

Experimentelle Forschung auf diesem Gebiet wird mit optischen Systemen, Quanten-
Elektrodynamik in optischen Hohlrdumen, Ionen-Fallen und Kernspinresonanz (NMR)

durchgefiihrt.

Obwohl die Entwicklung eines NMR-Quantencomputers einige wohl kaum {iber-
windbare Probleme in sich birgt (siehe Seite 37), ist diese Methode bis zum heutigen
Zeitpunkt allen anderen weit voraus. Viele logische Schaltungen und die bekannten Al-
gorithmen wurden in NMR-Experimente implementiert und getestet. Die experimentel-
len Arbeiten unterliegen einigen Limitierungen. So begrenzt erstens die Relaxationszeit
eines NMR-Experiments die mogliche Anzahl an Manipulationen. Ein anderes Pro-
blem ist die Skalierung der derzeitigen Quantenprozessoren. Es ist nur moglich wenige
sogenannte Qbits in einem Experiment zu verwenden, die durch verschiedene Spin—%—
Atomkerne in einem Molekiil repréisentiert werden. Ein grofler Teil der Forschungen
beschéftigt sich damit, deren Anzahl zu erhéhen. Zur Zeit ist es moglich in der Fliissig-
NMR-Spektroskopie mit bis zu sieben Qbits (entspricht sieben koppelnden Kernen) zu
arbeiten, und es wird davon ausgegangen, dafl mit den derzeitigen Systemen diese Zahl

nicht entscheidend erhoht werden kann [6].

Um die Zahl an Qbits zu erhohen, werden Festkorpersysteme als vielversprechender
angesehen, obwohl dort Probleme, wie die kurzen Relaxationszeiten und die Orientie-

rungsabhéngigkeit der Resonanzfrequenzen der Kerne, diesen Schritt behindern.

Eine andere Moglichkeit die Anzahl der Qbits zu erhéhen, ist die Verwendung von
quadrupolaren Kernen (Spinquantenzahl I > %) Jeder dieser Kerne kann, entsprechend
der Spinfreiheitsgrade, als System mehrerer Qbits angesehen werden. Bisher wurde die
Forschung an quadrupolaren Spinsystemen mit fliissig-kristallinen Substanzen durch-
gefithrt [7], [8], [9]. Diese Projekte behandelten die Erzeugung der pseudo-reinen Zu-

stande, sowie die Anwendung einiger logischer Schaltungen.

In dieser Arbeit werden einige wichtige Grundlagen der Quanteninformationsverar-
beitung mittels NMR, wie die ,,State Tomography* und die Implementierung wichtiger

logischer Schaltungen, auf ein Spin—%—Kern als Zwei Qbit System iibertragen. Dafiir



wird ein NaNOgs-Einkristall eingesetzt, worin die Spin—g—Kerne (*3Na) alle eine spezifi-

sche Orientierung besitzen.



Kapitel 2

Theorie der NMR-Spektroskopie

In der Kernresonanzspektroskopie (NMR, engl. Nuclear Magnetic Resonance) wird die
Dynamik von Kernspins im statischen magnetischen Feld und deren Wechselwirkung
mit elektromagnetischer Strahlung untersucht. Die Resonanzfrequenzen der Kerne, d.h.
die Anregungsenergien von unterschiedlichen Energieniveaus, sind abhéngig von der
molekularen und strukturellen Umgebung. In der Chemie wird die NMR-Spektroskopie
standardméfig zur Bestimmung von Molekiilstrukturen und Molekiilumgebungen ein-

gesetzt.

In dieser Arbeit wird die NMR-Spektroskopie benutzt, um einige grundlegende Ei-
genschaften der Quantenmechanik und Quanteninformationstheorie zu untersuchen. In
den folgenden Abschnitten werden ausschliefilich die mit der Quantenmechanik ver-
bundenen Grundlagen der Methode erarbeitet, und es wird aus Griinden des Umfangs
und der Ubersichtlichkeit keine allgemeine Einfithrung in die NMR-Spektroskopie prii-
sentiert; hierzu wird auf die vielféltige Literatur zu diesem Thema verwiesen [10], [11],

12].

Die in einem NMR-Experiment vermessenen Proben bestehen aus einer Vielzahl
(ca. 10%°) identischer Molekiile, Tonen oder Strukturgruppen. Jede dieser elementa-
ren Baugruppen kann als unabhéngiges quantenmechanisches System betrachtet wer-
den. Das Verhalten solcher Ensembles quantenmechanischer Systeme wird mit dem

Dichtematrix-Formalismus beschrieben.
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2.1 Der Dichtematrix-Formalismus der Quantenme-
chanik

Ein Ensemble quantenmechanischer Systeme entspricht einer Vielzahl identischer quan-
tenmechanischer Replikate. Jedes Replikat wird durch eine Wellenfunktion beschrieben.
Dabei wird die Wellenfunktion als eine Linearkombination von Basisfunktionen (|¢;))

des Spinsystems ausgedriickt.
= ciyles) (2.1)
J

Im Falle von Kernspins kann eine endliche vollstéindige Funktionenbasis verwendet
werden. Die Losung der Schrédinger-Gleichung liefert dann einen vollstdndigen Satz
von Eigenfunktionen (|¥;)), die den Eigenzustinden des Systems entsprechen. Diese
Beschreibung gilt fiir abgeschlossene Systeme, die nicht mit der Umgebung wechselwir-
ken. Ein Ensemble solcher Systeme wird durch die Anteile (Wahrscheinlichkeiten) (FPy)

der Eigenzustédnde beschrieben.

Mit dem auf diese Weise definierten Dichteoperator und Gleichung (2.1) kann man die

Elemente einer Dichtematrix formulieren.
(Gl plos) =Y P (i |03 (U, | 65) = Gicy (2.3)
k

In vielen Féllen erweist sich die vektorielle Darstellung dieser Gleichung als iibersicht-

liches Komplement.

Cik 0

(0l P15 ZH( di=1 0 ) : (c’{k cj;k) d; =1

Cnk 0

(2.4)

Die Spur der Dichtematrix ist durch Normierung definitionsgeméaf3 eins, was der Ge-

samtwahrscheinlichkeit aller Zusténde entspricht. Fiir die Dichtematrix eines in einem



6 Theorie der NMR-Spektroskopie

reinen Zustand befindlichen Ensembles gilt!:
Tr(p) = Te(p?) = 1 (2.5)

Wenn sich das Ensemble dagegen in einem gemischten Zustand befindet, ist die Summe

der Quadrate der Elemente auf der Spur immer kleiner als eins.
Tr(p®) < 1 (2.6)

Im thermischen Gleichgewicht ist die Dichtematrix diagonal. Die Diagonalelemente ent-
sprechen den Besetzungszahlen im jeweiligen Basiszustand. Die Nicht-Diagonalelemente
entsprechen den Kohérenzen zwischen den beteiligten Basisfunktionen. Es wird von
zero-, single-, double-, triple-, usw. Quanten-Kohérenzen gesprochen, wobei die single-
Quanten-Kohérenzen der detektierbaren Quermagnetisierung im NMR-Experiment ent-
sprechen. Diese Elemente beschreiben die Ubergéinge von den Basiszustinden |m) nach

|m + 1). Die hoheren Quanten-Kohérenzen sind nur indirekt detektierbar.

p= |- (mlplm) (mlplm—1) (m|plm—2) - (m|plm—k=n)

(2.7)

Die Ordnung der Kohérenz eines Dichtematrixelements kann durch k (K = m — n)
entsprechend den Definitionen in Gleichung (2.7) festgestellt werden.

Die relative Besetzung der Energieniveaus in makroskopischen Systemen wird in
der statistischen Thermodynamik durch die Boltzmann Gleichung wiedergegeben. In
unserem Ensemble von quantenmechanischen Systemen werden im thermischen Gleich-

gewicht nur die Eigenzusténde des Systems besetzt.
(2.8)

Analog zu dieser Gleichung wird der Dichteoperator des Gleichgewichtszustandes defi-

niert.

H
ek

peg = ———~
! Tr (e’%>

Mit Tr() wird die Spur der Matrizen bzw. Operatoren bezeichnet

(2.9)
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Bei Raumtemperatur kann man mit guter Ndherung eine Taylor-Reihenentwicklung
des Exponentialoperators nach dem zweiten bzw. ersten Term abbrechen, da die Ener-
gieunterschiede zwischen den Eigenzustdnden bei Temperaturen grofler 5 K deutlich
kleiner sind als k7. Die Energieniveaus werden in erster Ndaherung nur durch die grof-
ten energetischen Beitrédge im Hamiltonoperator beschrieben. In den meisten Féllen ist
die alleinige Betrachtung der Zeeman-Wechselwirkung ausreichend, wenn die anderen
Terme, wie quadrupolare oder dipolare Kopplungen, eine deutlich niedrigere Energie

besitzen. Mit diesen Vereinfachungen ist der Spin Hamiltonoperator,

eine gute Naherung.
o i i mB Y T .
eq — ~ x t =al b zIzz 2.11
b=y Tm@ T ) T (211)

Im letzten Term der Gleichung (2.11) représentieren die Konstanten a und b nur Zahlen
und keine Operatoren. Es sind weitere Vereinfachungen des Dichteoperators moglich,
um die Rechnungen nicht mit zusétzlichen konstanten Termen zu belasten. Der kon-
stante Vorfaktor (ai) wird vernachléssigt und der Faktor vor dem Drehimpulsoperator

~

(Z,) wird eins gesetzt.
= 11, (2.12)
TN
In dieser sogenannten Differenz-Dichtematrix wird nur der Besetzungsunterschied der
Spins betrachtet. Die gesamte Dynamik eines Ensembles kann mit diesem Dichteope-
rator vollzogen werden, da die vernachlissigten Gréflen invariant sind unter unitéren
Transformationen. Die konstanten Faktoren konnen am Ende einer Berechnung wieder
eingefiihrt werden, ohne die Ergebnisse zu verfilschen. Einige Eigenschaften der vorher
definierten Dichtematrix werden in dieser Darstellung verdndert. Da nur der Beset-
zungsunterschied der Eigenzustinde betrachtet wird, ist die Spur dieser Dichtematrix
immer null. Im Verlauf von unitiren Operationen bleibt der Wert der Spur erhalten?.
Die zeitliche Entwicklung der Dichtematrix wird durch die Liouville-von-Neumann-
Gleichung beschrieben [13].

LO0p YA A A
zha—Hp—pH— [H,p} =Lp (2.13)

2Die Spur einer hermitischen Matrix ist invariant unter unitiren Operationen.




8 Theorie der NMR-Spektroskopie

Variablentrennung und Integration dieser Gleichung liefert die zeitliche Entwicklung

~
~

der Dichtematrix, wenn der Hamiltonoperator (H) bzw. Liouville-Superoperator (£)
zeitunabhéngig ist [13], [14].

plt) = e p(0) = o™ p(0)e = U H(0)U (2.14)
Der Ausdruck U repréisentiert den Propagator der Dichtematrix, der aus den Exponen-

tialausdriicken der Operatoren (hier: e%ﬂt) gebildet wird.

2.2 Der Hamiltonoperator in der NMR-Spektroskopie

Kernspins mit I > % besitzen ein magnetisches Moment, dessen raumliche Orientierung
von der Ausrichtung des Drehimpulses abhéngt. Durch die Quantisierung des Drehim-
pulses werden die moglichen Orientierungen des magnetischen Moments in gleicher
Weise beschrankt. Die Energie eines Spinzustands ist in einem permanenten Magnet-
feld abhéngig von der relativen Orientierung des magnetischen Moments, was durch
den Spin-Hamiltonoperator beschrieben wird. Da die Orientierung des magnetischen
Moments nur abhéngig von der Quantisierung des Drehimpulses ist, sind die einzelnen
Beitriage des Spin-Hamiltonoperators proportional zu den jeweiligen Drehimpulsopera-
toren. Im ersten Schritt werden daher die Drehimpulsoperatoren und einige Hilfsmittel
néher betrachtet.

Der Drehimpulsoperator des [-ten Kerns (il) wird als Vektoroperator der drei Raum-
richtungen x, y und z formuliert. Der Gesamt-Drehimpulsoperator wird dann in Form

von jg;z, fyl und le Operatoren ausgedriickt.

j- . Ta+7
T 2
I = j:yl = le_f_l (2.15)
j'—zl :z-zl

Die in Gleichung (2.15) angegebenen , Raising“- (Z) und ,,Lowering*- (f_) Operatoren,
j+ = im + Z:Z-y

A A~

1. = 1,11, (2.16)

erweisen sich als niitzlich, um die Wirkung der 7, und fy Drehimpulsoperatoren auf die

Basisfunktionen berechnen zu kénnen. Die Kombination der Gleichungen in Gl. (2.16)
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ergibt fiir Z, und Z, folgende Ausdriicke [14].

7 - I, +7_
2
. I, -1
7, = —— 2.17
v 2i (2.17)

Als vollstédndige orthonormierte Basis wird die Eigenbasis des 7. Operators verwendet

(I = Spinquantenzahl, m = z-Komponente des Drehimpulses).
ZI,m)y=m|l,m) , mit m=—I,—I+1,..,1 (2.18)

Die Funktionen sind orthonomiert, wenn gilt:

(m|n) = 0, wenn m#n
und
(m|n) = 1, wenn m=n (2.19)

Die Anwendung der ,Raising- und ,,Lowering“- Operatoren auf die Basisfunktionen

ergibt [14]:

T, Lm) = JIT+1)—m@m+1)|I,m+1)

I_|I,m) = JIT+1) —m(m—1)|I,m—1) (2.20)

Der Hamiltonoperator der Atomkerne besteht aus verschiedenen Wechselwirkungs-

termen, die sich in Art und GroBenordnung der Energie voneinander unterscheiden.
H =Hziosa+Ho+Hp+Hy (2.21)

Die Energieterme im Hamiltonoperator entsprechen der Zeeman-Wechselwirkung ein-

schliefllich der chemischen Verschiebung (7:[ z+csa), der quadrupolaren Wechselwirkung

1

5 (Hg), der dipolaren Wechselwirkung

im Fall von Kernen mit einem Spin grofler als
zwischen zwei nah beieinander liegenden Kernen (T:KD) und der indirekten Spin-Spin-

Kopplung (J-Kopplung) zweier Kerne in einem Molekiil (7:{ 7). Die einzelnen Terme des
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Hamiltonoperators werden in Form der Drehimpulsoperatoren geschrieben [13].

H =

0'11—1

_ZHBT (1 _U)Vlil +Zi;€Qik+
! k

012

> IDL + ) 1731,

1<j

013

H = Zh% (O 0 B(]) o921 O —1 03
!

031 o33 033 —1
o Qu Q2 Qi3
E ToptZ g To—Zh 4
< 2 2% IZk‘) QQl QQQ Q23
k
Q?)l QSQ Q33
D1y Dip Dy
To+i, T.-1_ 5
> (Tt Lol 1) | Dy Dy Dag
<y
Ds3; D3y D33
Jll J12 J13
E I+l Iu-1., 4
( + 2 +27; IZZ) J21 J22 J23
i<j
J3l J32 J33

(2.22)

I<j

Toa+I
2

Ta-1
21

A~

Izl

Topt+I_y,
2
Tip—T g
21

j-zk

Ly +1-;
2

Ty-1-;
2

~

T

zj

Ty42-;

Lyj—T
2i

1.;

(2.23)

Die Drehimupulsoperatoren der [-ten Kerne (il) sind in ihrer vektoriellen Form ange-

geben. Alle Wechselwirkungen werden durch Tensoren 2. Ranges repriisentiert (o =

Anisotropie der chemischen Verschiebung, Q = Tensor der quadrupolaren Kopplung,

D = Tensor der dipolaren Kopplung, J = Tensor der indirekten Spin-Spin Kopplung),

um die Richtungsabhingigkeit der Wechselwirkung zu beriicksichtigen.
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Die lineare Form des Hamiltonoperators wird durch Matrixmultiplikation und Sor-
tierung der einzelnen Produkte der Gleichung (2.22) erhalten. Hier wird dies als Beispiel
fiir den dipolaren Hamiltonoperator der Wechselwirkung zwischen dem [-ten und j-ten

Spin aufgefiihrt.

7:(D,-j = i (D11 — Dyg — i (D12 + Dyy)) irlirj +
i (D11 + Dy +i (D1 — Doy ) ZoiZ - +
i (D11 + Doy — i (D12 — Dzl))f—lj+j +
i (D11 — Doy + i (D12 + D2l))j—lj—j +
% (Diz — iD3) TyiZL,; +
% (D3 + Do) T/ ZL,; +
% (D31 —iDsy) j—zli+j +
% (D31 + iDs39) izlj—j +

D371 (2.24)

Analoge Elemente werden fiir die anderen Wechselwirkungsterme erhalten, mit Aus-
nahme der Zeeman-Wechselwirkung und der chemischen Verschiebung, die in Gleichung
(2.25) fir den [-ten Spin aufgefiihrt sind, unter der Voraussetzung, dafl das Magnetfeld

entlang der z-Achse ausgerichtet ist.
ﬂZ—&-CSA | = ’}/lhBO <O‘31 (j-&-l + Z'i_l> + 032 (i-i-l — ii_l> + (0'33 - 1)-,2,2[) (2.25)

Der Hamiltonoperator kann in der angegebenen Basis als Operatormatrix formuliert
werden.
(1| H|1) (I|H|I-1) ({|H|-1)
(I - 1‘|H|f> (I - 1Iﬁ|f— 1) (2.26)
(~I|H|I) (I H[-T+1) (=I|H|-I)
Wenn die Tensor-Elemente in Gleichung (2.22) bekannt sind, kénnen mit den Gleichun-

gen (2.22), (2.18) und (2.20) die Elemente der Matrix (2.26) berechnet werden. Die

Darstellung der Operatoren in Form von Matrizen erweist sich besonders bei Compu-
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tersimulationen als sinnvoll. Die Operatoren werden in diesen Féllen durch Matrizen re-
prisentiert, und deren Aktion auf Funktionen o.4. wird durch Standard-Matrixalgebra

ermoglicht.

2.3 Eigenschaften des Radiofrequenzfeldes zur Ma-

nipulation des Spinsystems

Der im vorhergehenden Abschnitt aufgefithrte Hamiltonoperator beinhaltet nur die
Wechselwirkungen der Spins untereinander und mit dem statischen Magnetfeld. Zur
Manipulation des Spinsystems wird eine linear polarisierte Radiofrequenz in x-, oder
y-Richtung (orthogonal zum statischen Feld) eingestrahlt (Abbildung 2.1 (A)). Die
linear polarisierte Strahlung kann in zwei entgegengesetzt zirkular polarisierte Anteile
zerlegt werden (Abbildung 2.1 (B)). Diese Vektoren rotieren mit betraglich gleicher

Frequenz (wrr) in entgegengesetzter Richtung. Die zirkular polarisierten Komponenten

(A)

v

Abbildung 2.1: Eigenschaften des linear polarisierten Radiofrequenzfeldes
(A): Amplitude des linear polarisierten Frequenzfeldes

(B): Zirkular polarisierte Komponenten des Magnetfeldvektors

entsprechen den mit einer Frequenz wrp bzw. —wrpr rotierenden Magnetfeldvektoren,
die mit den magnetischen Momenten der Kerne wechselwirken kénnen. Die beiden
entgegengesetzt rotierenden Magnetfeldvektoren besitzen einen Frequenzunterschied
von 2wgrp. Spins konnen nur stark mit den rotierenden Vektoren wechselwirken, wenn
die Frequenz in der Nahe der Prézessionsfrequenz der Spins liegt. Mit guter Ndherung

geniigt daher die Betrachtung der Komponente mit der richtigen Frequenz, wie z.B.
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der Magnetfeldvektor mit der Frequenz wgp in Abbildung (2.1).

Der Hamiltonoperator fiir die Wechselwirkung zwischen dem Magnetfeldvektor mit
der Frequenz wgrpr und den Spins ist auf analoge Weise zu definieren, wie die Wech-
selwirkung der Spins mit dem statischen dufleren Magnetfeld. Aber in diesem Fall ist

zusétzlich die zeitabhéngige Orientierung des Magnetfeldes zu beriicksichtigen.

7:(Rp(t) = hB; ZW ( 21 CoS(wWgpt) —|—Iyl sin(wRFt)>
= hB; Z ol (e“‘)RF tlee’inF t)
!

= Hpp | eionrt ST 1 ominrt (2.27)
TR

Der Effekt eines ,Pulses® auf das Spinsystem kann schematisch mit dem klassischen
Vektormodell wiedergegeben werden. Die Auswirkung eines Radiofrequenzfeldes auf
einen Magnetisierungsvektor im rotierenden Koordinatensystem mit der Frequenz wrp
ist in Abbildung (2.2) gezeigt. Das durch die angelegte Frequenz erzeugte Magnetfeld
ist in diesem Koordinatensystem statisch. Nach den Regeln der klassischen Mechanik
wird die Magnetisierung der Spins um einen Winkel ¢ rechtwinklig zum Magnetfeld
ausgelenkt, wobei der Winkel von der Zeit der angelegten Frequenz und deren Intensitét

abhéngig ist.

Abbildung 2.2: Auswirkung des Radiofrequenzfeldes auf den Magnetisierungsvektor im rotierenden
Koordinatensystem

~vBi: Intensitéit des Radiofrequenzfeldes

wrr: Frequenz des Pulses

¢: Auslenkungswinkel des Magnetisierungsvektors

M: Magnetisierungsvektor
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2.4 Das rotierende Koordinatensystem, ,,Interacti-

on Representation*

Der Spin-Hamiltonoperator von Gleichung (2.22) ist zeitunabhéngig. Wird zusatzlich
der Puls-Hamiltonoperator (Gleichung (2.27)) hinzugenommen, wird eine Zeitabhén-

gigkeit im Laborkoordinatensystem eingefiihrt.
He = H + Hpr(t) (2.28)

In diesem Abschnitt wird eine Methode présentiert, in der durch Transformation in
ein rotierendes Koordinatensystem (siche Abb. 2.2), mit der Frequenz des angelegten
Pulses (wgp), die Zeitabhéngigkeit eliminiert werden kann [14]. Die Transformation

wird durch den Operator,
R = gwrrtTiZa (2.29)

ermoglicht. Der Dichteoperator des rotierenden Koordinatensystems wird nun durch

Transformation des urspriinglichen Dichteoperators erhalten.

pr = R'OR (2.30)

p = RppR™* (2.31)

Einsetzen von Gleichung (2.31) in die Liouville-von-Neumann-Gleichung (2.13) liefert

einen Ausdruck fiir den Dichteoperator des rotierenden Koordinatensystems:
ORprR™ [ A -

m’(f)i”; - Hg,RﬁRR_l] (2.32)

A

Die Eliminierung der Rotationsoperatoren (R) aus dieser Gleichung resultiert in einer
der Liouville-von-Neumann-Gleichung analogen Differentialgleichung fiir das rotierende
Koordinatensystem. Im ersten Schritt wird die Differenzierung des Ausdrucks auf der

linken Seite der Gleichung (2.32) durchgefiihrt.

OR o : L
W = inF ZZIZlGWRFtZlIZZ = FRR
OR™! .

= —iwgp Y Tyemwrrt ST = _fpR! (2.33)
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0 RprR— Ok . . A<6ﬁRA_1 A aRl)
PR +R(ZEER
ot ot
_ Pohpnht - BOPRE o it
= I'rIipRr + ot PRI'R
]%,13]%3}?*1]% Jpr Jpr
t

— Fnp Y AR ) il 2.34
By RPR t ) PRI'R [RapR]+ 0t (2.34)

In der letzten Zeile ist von links mit 2~ und von rechts mit R multipliziert worden.

Analog kann man die Liouville-von-Neumann-Gleichung (2.32) manipulieren,

L ORpRRTY o o [ -
ihR‘lg—iR — R [H, RﬁRR‘l} R (2.35)

und den Ausdruck der letzten Zeile von Gleichung (2.34) substituieren.

m([FR,ﬁR]+%—ﬁtR> — B o, Bk R

0P

1 Ot = [R_lﬂgé - ZhFR s ﬁR] (236)

Einsetzen des Ausdrucks fiir den Operator Fg und R (Gleichung (2.33)) liefert einen
allgemeinen Ausdruck fiir die Liouville-von-Neumann-Gleichung in einem rotierenden

Koordinatensystem mit der Frequenz wgrp.

L O0pr —iwppt Y, Tauay iwppt>S, T 7 A
Zﬁw = [(e REV L 22UH e REY 241 l+m}RF;Izl » PR (2.37)

Ziel dieser Transformation ist es die Zeitabhéngigkeit des Puls-Hamiltonoperators (Glei-
chung (2.27)) zu eliminieren. Ersichtlich wird dies, bei Betrachtung des Ausdrucks in
runden Klammern in der obigen Gleichung, insbesondere der Terme, die im Hamilton-

operator H¢ vorkommen.

e_iWRFtZljzl’]:(GeiWRthljzl _

e_inFtZliZl (7:(2-1-05,4 + 7:fQ + 7:fD + 7:(] + ﬂRF) einFtleZl =
e_inFtle—er}:[Z+CSAeiWRFt Zl:z-zl + e—inFt le—zl’)—zQeinFt le—zl 4
e*inFtZzfzzﬂDeinFtszzz _|_e*inFtZlfzzﬂJeinFtZlfzz +

e—inFtZlj:zl’]:(RFeinFtElj—zl (238)
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Der erste Part des Hamiltonoperators (7:(Z+cs 4) kommutiert mit dem Propagator.

. T ; T —3 7 b .4
o iwrr 3, L. iwrF Y L e WRF Y, zleWRFZl ZZHZ—i-CSA (239)

"Hzicsae

= Hzicsa

Einsetzen der Definition des Puls-Hamiltonoperators Hgp (Gleichung (2.27)) und des
Ausdrucks fiir die Transformation ergibt einen zeitunabhéngigen Ausdruck im rotie-

renden Koordinatensystem.

e WRF X jzl’]:(RFeinF SiZa

HRFe—inF > leeinF S Zu Z ﬂj’xle—inF > jzleinF SiZa
n
l
’Y A ——
Hpr» 711,“ = Hrr (2.40)
l
l

Die iibrigen Wechselwirkungen des Hamiltonoperators (ﬂQ, Hp, H,) kommutieren
im Allgemeinen nicht mit dem Rotationspropagator. In der folgenden Herleitung wird
gezeigt, daB unter bestimmten Umsténden durch die Anderung der Reprisentation
[14] mit guter Naherung nur die Elemente des Operators erhalten bleiben, die fir die
beteiligten Basisfunktionen |N) und |M) die gleichen Y7, Z.; Energiecigenwerte liefern.

Die Herleitung wird reprasentativ fiir die verbleibenden Wechselwirkungen mit

7:(Q7 p,s bezeichnet. Diese Operatoren entsprechen im rotierenden Koordinatensystem

(Gleichung (2.38)):
e—inFtle—zl’]—zQ7D’JeinFt Zlle (2.41)

Mit dem spektralen Theorem (fz ) |N) = fum,,) [IV), wenn Z.|N) = my, |N)) und
> W) (U] = 1) kénnen die Matrixelemente dieser Operatoren in der Représentation

des rotierenden Koordintatensystems formuliert werden.

<M| e—inFtZlizl/’:(Q,DyjeiUJRthlj:zl ‘N)

= (Moot ST Y T M) (M| P et 21 |N)
l

_ einFt<Elmnl_Zlmml> <M| ﬂQ,D,J ‘N>

_ einFt(MN—MM) <M‘ ﬂQ,D,J ’N> (242)
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Diese Formulierung ist dquivalent mit der Transformation der Basisfunktionen in

eine Interaktionsdarstellung.
‘;g,> = ewnrt Lo |y = giwnrtMi |g)) (2.43)

Die Matrixelemente in Gleichung (2.42) sind in dieser Darstellung zeitabhéingig. Ein
eleganter Weg die Zeitabhéngigkeit zu eliminieren ist mit einem Verfahren analog zur
Storungstheorie 2. Ordnung méglich [14].

Die Matrixelemente werden im néchsten Schritt {iber einen Zeitraum 7 integriert.
Dabei ist 7 im Bezug auf die langsame Dynamik (Terme mit geringer Energie (HQ D.J))
konstant und im Bezug auf die schnelle Dynamik (Terme mit vielfach hoheren Energien
(hwrr ), 7.))) so lang, daB die Terme wiithrend dieses Zeitraums oszillieren. Integration
der Matrixelemente des Hamiltonoperators aus Gleichung (2.42) liefert im Fall (My #
Myy),

(nt1)r

/ owrr(Mn—Mur)t <M| ﬂQ,D,J |N> dt

nT
(n+1)7

nT
eiwrr (MN—My)T

< |HQ,D,J| > iWpp (MN _ MM) ( )
und im Fall (My = M),
(n+1)7 (n+1)7
/ einFt(MN*MM) <M‘7:ZQ,D,J‘N> dt = / <M’7:(Q,D,J‘N> dt
= (M|Hgp|N)T (2.45)
Die Terme in Gleichung (2.44) sind mit den angenommenen Randbedingungen,
wrp > 7 und enMerIT & (2.46)

wegen des groflen Nenners vernachlassigbar klein, und nur die Terme mit gleichen
Energieeigenwerten der Zeeman-Wechselwirkung bleiben erhalten (Gleichung (2.45)).
Die integrierten Matrixelemente des Hamiltonoperators kommutieren fiir die Zeitraume

7 durch Weglassen der Elemente in Gleichung (2.44) miteinander, so dafl die Losung
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der Liouville-von-Neumann-Gleichung fiir einen zeitunabhéngigen Hamiltonoperator

(Gleichung (2.14)) verwendet werden kann.

Ho.p. = Hs = (2.47)

(v

o) (o

ﬂs‘ ‘I’ﬂl> <‘I’gk

7:(5‘ ‘I’fi2>

(v,

7:{5‘ ‘I'Sk> <\I’fl+1

Ho Wiy ) | (Wi || wik,)

(wita s wie) | (wika s Wit ) | (wiha [ s| W)

Die in Gleichung (2.47) hervorgehobenen Matrixelemente gehoren zu verschiedenen Ei-
genwerten des 7, Operators und werden mit guter Naherung vernachlissigt, dh. null
gesetzt. Auf diese Weise erhélt man einen gemittelten Hamiltonoperator EQ p.s° im
rotierenden Koordinatensystem, der nun mit dem 7, Operator kommutiert. Die domi-
nanten Terme des Z, Operators haben einen ,stutzenden“ Effekt auf die Wechselwir-
kungsterme niedriger Energie (7:(Q, Hp, H 7). Dies kann als Kohédrenz-Mittelung in der
,Interaction Representation” der dominanten Terme angesehen werden. Daraus folgt,

daBl die gemittelten Hamiltonoperatorelemente (ﬁQ p.s) zeitunabhéngig werden.

e*inFtszzzf}:{QeinFtZzfzz ~ e*iWRFtZlfzzf}:{QeinFtZlle _ ﬂQ
e—inFtZlfzz']:(Deinthzfzz ~ e—inFtZljzz']:(Deinthljzl :ﬂD

e—inFtZlIzl":(JeinthlIzl ~ e_inFtZlIZZ']:[JeinFtZZIZl — 7_1(] (248)

Der vollsténdige Hamiltonoperator des rotierenden Koordinatensystems in zeitunab-

héngiger Form wird nach den Gleichungen (2.39), (2.40), (2.48) formuliert.

ﬁG = 7:{Z-i-CSA + ﬁRF:Z'x + ﬁQ + ﬁD + ﬁj (2.49)

3In Gleichung (2.47) wurden die Indices @, D, J durch S abgekiirzt.
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Gleichung (2.37) kann nun in Form der gemittelten Operator-Terme ausgedriickt wer-

den.
maa—ﬁf - <e—inFtszzlﬁGeWFt2zle + hwpp zljzl> , ;SR] (2.50)
= — (ﬁc + hwrr ZZZ) ; ﬁR]
L l
= _ﬁeffa ﬁR}

~

Der effektive Hamiltonoperator (He ¥ f> besteht dabei aus den folgenden Elementen.

Heff :ﬂZJrCSA+HRFZA-;,;+7:(Q+7:{D+7:(J+MRF me (2.51)
Die Liouville-von-Neumann-Gleichung des rotierenden Koordinatensystems (2.50) kann
in diesem Fall durch Variablentrennung mit anschlieender Integration gelést werden,

um die zeitliche Entwicklung der transformierten Dichtematrix wiederzugeben.

pr(t) = e et pp(0)r st (2.52)

2.5 Wechsel des rotierenden Koordinatensystems

In den Experimenten miissen selektiv verschiedene Frequenzen angeregt werden. Um
dies zu erreichen, werden im Vergleich zu kollektiven Anregungen lange Pulse bei der
jeweiligen Resonanzfrequenz eingestrahlt. In einer Simulation mufl das rotierende Ko-
ordinatensystem jeweils mit der eingestrahlten Frequenz iibereinstimmen, um einen
zeitunabhéngigen Hamiltonoperator zu erhalten und die zeitliche Entwicklung der Dich-
tematrix nach Gleichung (2.52) berechnen zu koénnen.

Wie im letzten Abschnitt gezeigt, wird die Transformation der Dichtematrix vom

Labor-Koordinatensystem in ein rotierendes Koordinatensystem durch den Propagator,

~

Ry = e™rntTiZa (2.53)
beschrieben. Zu einer Zeit ¢ in einem Experiment wird die Frequenz des rotierenden

Koordinatensystems von wgrp, nach wrp, gedndert.

pri(t) = Ry p(t)Ry = e ormt Talai pp)etonn t il

pr.(t) =Ry p(t)Ry = e wrmtXiTeij(p)eiwrrt i Lui 2.54
2
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Die Dichteoperatoren pg, (t) und pg,(t) stehen in folgender Beziehung zueinander.
frs (t) _ e—i(wRF2 _U-’RF1>t EiiziﬁRl (t)ei<wRF2 —WRFl)tzifzi (2.55)

Die Transformation von Gleichung (2.55) erlaubt den Wechsel des Koordinatensystems
zu jedem Zeitpunkt des Experiments. Diese Transformation wirkt sich in der Dichte-
matrix in Form einer Phasenénderung aus. Nach der Transformation kann Gleichung

(2.52) mit der Frequenz wgp, fiir weitere Berechnungen verwendet werden.

2.6 Berechnung des Propagators in der Matrix-Form

Zur Verwendung von Operatoren in numerischen Berechnungen erweist sich die Dar-

stellung in Form der Operatormatrix in einer geeigneten Basis als vorteilhaft.

(o (1oj -1 - (110[-I)
O = : : z : (2.56)
(~110|1) (~I|O|I=1) --- (=I|O|-I)

Alle Operatoren, die physikalischen Observablen entsprechen sind hermitisch. Die Ei-

genwerte hermitischer Operatoren sind immer reel [15].
(M|O|N) = (N|O"|M) (2.57)

Die Propagatoren U, die zur Transformation der Dichtematrix benétigt werden (siehe

Gleichung (2.14)),

p(t') =U"p(t)U (2.58)
sind alle von der Form:

U = &0 (2.59)

Wenn der Operator O in Form einer Matrix vorliegt, wird die Exponentialoperation
in mehreren Schritten durchgefiihrt. Im ersten Schritt wird die Operatormatrix durch

unitdre Transformation, d.h. durch Rotationen im Vektorraum, in eine diagonale Form
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iiberfithrt. Dabei sind die Diagonalelemente die Eigenwerte der Operatormatrix.

M O - 0
s 0 X -+ 0
XoxX=A=| T (2.60)
0 0 0 M\

Die zur Diagonalisierung benutzte unitéire Matrix (X) wird aus den Eigenvektoren der

~

Operatormatrix (O) erhalten.

1 n
1’1 ) xl
1 n
x2 ) x?
X = (2.61)
1 n
xn ) ‘/‘En

Um die Transformation in Gleichung (2.60) durchfithren zu koénnen, wird das Inverse
einer unitiren Matrix benotigt (X~1). Dieses wird durch Transponieren und komplexe

Konjugation der Matrix X erhalten [16].
Xt =(x9" =xt (2.62)

Die Exponentialoperation wird nach der Diagonalisierung mit den Eigenwerten durch-

gefiihrt.
et 0
pivth _ ? ew‘m 0 (2.63)
0 0 S piwiAn

Die Riicktransformation mit der Eigenvektormatrix (X) liefert dann die Exponential-

form des Operators O.

U= eiwt@ — Xeiwt/\x—l — Xeith_I@XX—l (264)
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2.7 Simulation der NMR-Experimente

Zur Simulation der experimentellen NMR-Spektren wurde ein Fortran 90 Programm
entwickelt, worin die Theorie dieses Kapitels eingesetzt wird. Als Eingabe werden In-
formationen iiber das Spinsystem und Daten iiber den Verlauf des Experiments, wie
z.B. Pulsintensitédten, Pulsfrequenzen und Pulsdauern, benétigt. Im Prinzip ist dieses
Programm in der Lage, den zeitlichen Verlauf der Dichtematrix eines beliebigen Spinsy-
stems zu berechnen, wobei Zeeman-, dipolare-, quadrupolare- und Radiofrequenzfeld-
Wechselwirkungen beriicksichtigt werden. Mit der Dichtematrix wird nach den Mani-
pulationen das NMR-Spektrum berechnet.

Der Ablauf der Simulation ist analog dem Verlauf eines NMR-Experiments. Das

Programm besitzt folgenden strukturellen Aufbau:

a) Berechnung der Dichtematrix im Gleichgewichtszustand (nach Gleichung (2.12),
(2.19), (2.18)und (2.56))

b) Wenn notwendig, Transformation der Dichtematrix in das aktuelle rotierende

Koordinatensystem (Gl. (2.55))
c¢) Berechnung des Hamiltonoperators (Gl. (2.51)) in Matrix-Form (Gl. (2.26))
d) Berechnung des Propagators (Gl. (2.64))
e) Propagieren der Dichtematrix fiir den betreffenden Schritt (Gl. (2.14))
f) Berechnung des FID (Gl. (4.15) oder (4.21))
g) Fouriertransformation des FID liefert das Frequenzspektrum (Kapitel (4.3))

Die Dichtematrix des Spinsystems im Gleichgewicht (Punkt (a)) wird zu Beginn be-
rechnet. Die folgenden Schritte, von Punkt (b) bis Punkt (e), werden fiir jeden Part
(Puls oder ,,Delay*) des Experiments wiederholt. Die Dichtematrix wird fiir jeden dieser
Schritte propagiert und gespeichert. Am Ende der Manipulationen wird in Punkt (f)
das FID Signal nach Gleichung (4.21) fiir eine geeignete Anzahl verschiedener Zeiten
berechnet. Dazu wird die Dichtematrix mit dem Spin-Hamiltonoperator zu den ent-

sprechenden Zeiten propagiert. Der FID wird, um die Signalintensitéitsabnahme durch
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Relaxation zu beriicksichtigen, im folgenden Schritt (g) mit einer Exponentialfunktion
multipliziert und anschliefend durch ,,Fast Fourier Transformation® in die Frequenzdo-

mane iberfithrt.



Kapitel 3

Quanteninformation und

Quantencomputer

Die Quanteninformationstechnologie befafit sich mit den Methoden der Informations-
verarbeitung mit quantenmechanischen Systemen. Die grundlegenden Konzepte der
klassischen Datenverarbeitung wurden auf quantenmechanische Systeme adaptiert und
erweitert. Die Grundeinheit der quantenmechanischen Information wird als Qbit be-
zeichnet. Die Eigenschaften und Unterschiede zwischen dem Qbit und dem klassischen
Bit werden im ersten Abschnitt erldutert.

Die Verarbeitung der Infomation eines Qbits wird durch quantenmechanische Schal-
tungen ermoglicht. Im zweiten Abschnitt werden zuerst die wichtigsten ein-Qbit Schal-
tungen erldutert, die anschlieend um die logische zwei-Qbit ¢-NOT Schaltung erweitert
werden. Die Effekte einiger Schaltungen auf ein zwei-Qbit System und die Erzeugung
eines sogenannten , Entangled State* werden erldutert. Mit einem Abschnitt iiber die
allgemeinen Konzepte eines fiktiven Quantencomputers und der Quanteninformation
wird der theoretische Uberblick abgeschlossen. Die Ubertragung dieser Konzepte auf
NMR-Systeme wird am Ende des Kapitels erldutert.

3.1 Qbits im Vergleich zu Bits

In der klassischen Datenverarbeitung ist die kleinste Recheneinheit das Bit, das die

Zustédnde 0 oder 1 annehmen kann. Im quantenmechanischen Analogon, dem Qbit, sind

24
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die Verhéltnisse komplizierter. Das Qbit wird durch eine Wellenfunktion beschrieben,

|T) = e (cos <g) |0) 4 € sin (g) |1>> (3.1)

die aus einer Linearkombination von zwei Basiszustdnden besteht.

Die zwei Basisfunktionen des Qbits, |0) und |1), korrespondieren zu den Zusténden
0 und 1 im bindren System. Auflerdem ist eine relative Phase zwischen diesen Linear-
kombinationen méglich (e’ in Gl. 3.1), was ebenfalls keine klassischen Analoga findet.
Die globale Phase eines Qbits, in Gleichung (3.1) mit ¢ bezeichnet, kann andererseits
experimentell nicht gemessen werden. Ein einzelnes Qbit kann durch die sogenannte
»Bloch Kugel“ graphisch dargestellt werden (Abbildung (3.1)). Das Qbit kann jeden
beliebigen Punkt auf dieser Kugel einnehmen, was einer unendlichen Zahl verschiede-

ner Zustidnde entspricht.

Klassische Bits konnen durch das Qbit reprasentiert werden, wenn nur die Eigenzu-

1)

0)

Abbildung 3.1: Bloch-Kugel zur Reprisentation eines Qbits
In Gleichung (3.1) sind die Variablen ¢ und 6 den Koeffizienten der Wellenfunktion eines Qbits (|¥))

zugeordnet.

stdnden des Systems (]|0), |1)) verwendet werden. Die im Prinzip unendliche Anzahl an
moglichen Zustdnden eines Qbits, ist eine der Ursachen fiir das bessere Skalierungsver-
halten eines Quantencomputers bei der Losung bestimmter Probleme. Als physikali-
sches System kann ein Qbit z.B. durch einen Atomkern mit der Drehimpulsquantenzahl
1

5 wiedergegeben werden, dessen z-Komponente des magnetischen Moments im externen

Magnetfeld zwei verschiedene Zusténde einnehmen kann.
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3.2 Extraktion der Information eines QQbits

Die quantenmechanische Information die in einem Qbit gespeichert ist, mufl in eine
klassische Darstellung iiberfithrt werden, um sie konventionell nutzen zu kénnen. Leider
kann nur ein kleiner Teil der Information eines Qbits durch Messung erhalten werden.
Nach den Regeln der Quantenmechanik (3. Postulat) kollabiert die Wellenfunktion
eines Quantensystems wahrend einer Messung in einen der moglichen Eigenzustédnde
[17], [18]. Als Beispiel wird die Messung eines Qbits in der Computerbasis (|0), 1))
betrachtet. Wenn sich ein Qbit im Zustand

W) = al0) +b]1) (3.2)

befindet, so kann eine sogenannte ,projective Messung an diesem Qbit durchgefiihrt

werden. In der betrachteten Basis sind die Operatoren der Messung gegeben durch:
Mo =10} (0] = rifping
My =1 (1] =i (3.3)
Die Messungsoperatoren erfiillen die Vollstdndigkeitsrelation.
1= Nty + Nty = [0) {0] + 1) (1 (3.4)
Die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein bestimmter Zustand gemessen wird, ist gegeben durch:
p(k) = (s | ¥) (3:5)

Der Zustand der Wellenfunktion nach der Messung wird folgendermaflen berechnet.

g = — V) (3.6)
(U] iy | 9)

Wobei ¢, eine der Basisfunktionen im Bezug auf den verwendeten Operator darstellt.
Wenn eine Messung mit der Qbit Wellenfunktion aus Gleichung (3.2) durchgefiihrt
wird, so dndert sich die Wellenfunktion durch den Mefivorgang, wenn als Ergebnis 0

erhalten wird, zu:

o= 2B ) (3.7)
(O]l vy 1
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Ein analoger Ausdruck wird bei der Messung des Zustandes 1 erhalten.
Durch die Messung eines Qbits wird daher nur die statistische Information iiber
den Anteil der Basiszustédnde erhalten, und das Qbit wird durch die Messung, je nach

dem Ergebnis, in den entsprechenden Basiszustand {iberfiihrt.

3.3 Logische Operationen mit einem Qbit

Nachdem einige der wichtigsten Eigenschaften eines Qbits présentiert wurden, wird
naher auf die Manipulation des Zustandes eines Qbits eingegangen. Qbits miissen in
kontrollierter und gezielter Art und Weise manipuliert werden koénnen. Zur Manipula-
tion wird im Prinzip die Schreibweise der klassischen Informationsverarbeitung adap-

tiert. Qbits werden durch logische Schaltungen, die sog. ,Gates* manipuliert. Die in

Graphische Matrixdarstellung
Darstellung
H Had d Lt
— — adamar —
V2 \1 -1
0 1
— X Pauli-X
10
0 —2
— Y — Pauli-Y
1 0
1 0
— 7/ = Pauli-Z
0 —1
10
— S Phase
0 1
. 1 0
— T — 5-Phase -
0 e

Abbildung 3.2: Darstellung der wichtigsten ein-Qbit-Quanten-Schaltungen

Abbildung (3.2) aufgefiihrten Schaltungen werden fiir die Manipulation eines einzelnen
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Qbit verwendet. Die Wirkung dieser Schaltungen auf ein Qbit, bzw. den Zustand der
Wellenfunktion, ergibt z.B. fiir die Hadamard Schaltung:
1 (1 1 1 1 (1 1

Uy |0) = — =

NACEEVACY VAt ﬂ(’OH'l)) (3.8)

Die Hadamard Transformation (Ug) iiberfiihrt ein Qbit von einem der Basiszusténde in
eine Superposition der Zusténde |0) und |1). Unter den in Abbildung (3.2) aufgefiihrten
Operationen ist die ,,Pauli-X“-Schaltung in der klassischen Computerwissenschaft auch
als ,Not“ Operation bekannt. Diese Operation tauscht die Basiszustdnde. Alle anderen
ein-Qbit Operationen haben keine klassischen Analoga.

Um auf der Bloch-Kugel jede beliebige Rotation des Zustandsvektors eines Qbits
anndhern zu konnen, geniigt die wiederholte Anwendung der Hadamard- und der %—

Phasenoperation (siche [18]).

3.4 Die zwei-Qbit Schaltung c-NOT und der ,,Entangled
State*

Bisher wurden die Eigenschaften und Operationen mit einem einzelnen Qbit geschildert.
Bei der Betrachtung von zwei Qbits werden Operationen moglich, die sich auf beide
Qbits gleichzeitig beziehen, wie z.B. die ,controlled-NOT* Operation.

Das besondere an der ¢-NOT Operation in der klassischen Datenverarbeitung ist,
daf3 sie als reversible und universelle Schaltung® eingesetzt werden kann [20]. Das be-
deutet, jede klassische logische Operation kann durch ¢-NOT Schaltungen représentiert
werden. In der quantenmechanischen Beschreibung reicht diese Operation allein nicht
aus, in Abschnitt (3.5) wird ein Satz von logischen Schaltungen vorgestellt, die univer-
selle Quantenschaltungen ermoglichen.

In Abbildung (3.3) ist die ¢-NOT Operation dargestellt. Die Qbits befinden sich
in den Zustédnden |a) und |b). Die Linien reprisentieren Quanten-Kanéle, iiber die

quantenmechanische Zustédnde iibertragen werden und erhalten bleiben. Die ¢-NOT

'Die Reversibilitit der Schaltungen wird nach dem Prinzip von Landauer [19] erreicht, wenn die

Anzahl der Bits nicht verindert wird und daher die Entropie konstant bleibt.
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Qbit A | Qbit B | Qbit B
) —@—b@a) 0) 0) 0)
0) 1) 1)
@) ——la) 1) 0) 1)
1) 1) 0)

Abbildung 3.3: Symbolische und tabellarische Darstellung der c-NOT Operation

Operation, oder analog XOR Operation, verandert den Zustand von Qbit B in Abhén-
gigkeit vom Zustand des Qbits A. Ist Qbit A im Zustand |0), wird der Zustand des
Qbits B nicht verdndert. Ist Qbit A im Zustand |1), so wird der Zustand von Qbit B
invertiert, d.h. aus |0) wird |1) und aus |1) wird |0). Diese Operation kann auch als Mo-
dulo 2 Addition von Qbit A und Qbit B angesehen werden?, wobei das Ergebnis dieser
Addition auf den Qbit B Kanal geschrieben wird. In der Tabelle von Abbildung (3.3)
ist die Wirkung der ¢-NOT Operation auf Qbit B in tabellarischer Form aufgefiihrt.

Alle Operationen wurden bisher an den reinen Zustdnden durchgefithrt. Wie in
den letzten Paragraphen beschrieben, ist es moglich ein Qbit in Superposition von
Basiszustanden zu iiberfithren. Was passiert in diesem Fall mit der beschriebenen c-

NOT Operation?

Ersichtlich wird dies in der mathematischen Beschreibung der Qbits als Vektoren im
Hilbertraum und die ¢-NOT Operation als unitdre Operation auf diesen Vektor. Um

die zwei Qbits als gemeinsames quantenmechanisches System behandeln zu kénnen,

2Die dritte Spalte wird durch Addition der Werte von Qbit A und Qbit B erhalten. Vom Ergebnis
der Addition, wird nach den Regeln der Modulo 2 Addition, das grofit mogliche Vielfache von 2
abgezogen. Daher erhélt man fiir den letzten Fall 1 +1 — 2 = 0.



30 Quanteninformation und Quantencomputer

werden die Wellenfunktionen der einzelnen Qbits durch das direkte Produkt,

Ap Aim B Bim
® =
A A B Brm
By Bim By Bim
Ay S : e A | e : A1 By
B Bum B Bim
= | AuBu
By, --- Bin By -+ By, :
A |+ : e A |0 : Ap1 By
B, -+ Bunm B, -+ Bum

in den vierdimensionalen Hilbertraum tiberfiithrt.

AlBl
Al Bl AlBg
|A) @ |B) = ® = = |4, B)
AQ B2 AgBl
AQBQ

(3.9)

AlmBlm
AlmBnm

Antnm

(3.10)

Die Elemente der vierdimensionalen Vektoren korrespondieren zu den Faktoren, die zu

den jeweiligen Basisfunktionen gehoren.

AlBl — |00>
A1B2 — |01>
AgBl — |10>

AQBQ — |11>

(3.11)

Die ein-Qbit Operationen kénnen auf gleiche Art und Weise in diese Darstellung iiber-

fiihrt werden, was am Beispiel der Hadamard Gate auf Qbit B gezeigt wird?.

1 1 0 0
E®UH:10®L11 1|1 -t

o 1) v2\1 —1) v2]0 0o 1 1

0 0 1 —1

3Das B in Usy gibt an, daB sich diese Operation auf Qbit B bezieht.

:UBH

(3.12)
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U

(100) +[11))
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00— H

L (10) + 1))

Abbildung 3.4: Effekt der ¢-NOT Operation auf einen gemischten Zustand; Generierung eines
,Entangled State“

Wie man der Tabelle in Abbildung (3.3) entnehmen kann, bewirkt die c-NOT Operation
eine Vertauschung der Zustande |1) |0) mit |1) |1). In Matrix-Form wird die Operation

in Form von,

1000
0100
UBCNOT — (313)
0001
0010

wiedergegeben, wobei das B in der Bezeichnung Uz, yor andeutet, dafl Qbit B das Ziel-

Qbit der Operation ist. Der Zustandsvektor wird durch diese Operation folgendermaflen

manipuliert:
1 000 a a
0100 b b
Uzevor [¥) = = (3.14)
0001 c d
0010 d c

Im folgenden Beispiel wird das Ergebnis der c-NOT Operation auf einen gemischten
Zustand des Kontroll-Qbits betrachtet. Gemischte Zusténde von Qbit-Systemen konnen
als Produkt von ein-Qbit Funktionen geschrieben werden. Der Effekt einer ¢-NOT
Operation auf diesen Zustand ist in Abbildung (3.4) dargestellt, er kann analog zu
Gleichung (3.14) berechnet werden.

1 1
U i(|o>+|1>)®yo>fru R —i(!00>+|11>>
BcNOT\/ﬁ - BCNOT\/i ] _\/5 0 - \/5
1

o

(3.15)
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Das Ergebnis dieser Operation ist nicht mehr zerlegbar in Produktzustéinde der einzel-
nen Qbits. Der Zustand dieser beiden Qbits wird als ,, Entangled* bezeichnet. Es sind ge-
rade diese Zusténde, die in der Quanten-Teleportierung und den Quanten-Algorithmen
eine wichtige Rolle spielen. Die ganze ,Magie” scheint in diesen nicht reduzierbaren
Zustinden zu liegen. Zustéinde dieser Art werden auch EPR-Paar* oder Bell-Zustand

genannt.

3.5 Universelle Schaltungen zur Manipulation von
Quanteninformation

Die Verarbeitung von klassischer Information unterscheidet sich in einigen Punkten
grundlegend von der Behandlung quantenmechanischer Information. In den letzten Ab-
schnitten wurden die Effekte von einigen logischen Operationen auf den Zustandsvektor
aufgefiihrt. In der Sprache der Quantenmechanik sind dies nichts anderes als unitére
Operationen, was als Rotation des Zustandsvektors im n-dimensionalen Hilbertraum

angesehen werden kann.
U|T) = |T) (3.16)

Unitére Operationen sind, wie die gesamte Quanteninformationsverarbeitung, reversi-
bel. In der klassischen Datenverarbeitung sind irreversible Operationen, wie z.B. die
Duplizierung von Bits, moglich. Nach dem ,,no-cloning Theorem* ist dies mit Quanten-
zustdnden nicht moglich [22].

Eine in der Sprache der Quanteninformation universelle und reversible Operation
ist eine beliebige unitdre Operation auf den Zustandsvektor |U). Mit einem Satz von
universellen Schaltungen mufl man daher in der Lage sein, beliebige unitére Operatio-
nen auf den Zustandsvektor ausiiben zu konnen. Da unitédre Operationen im Vergleich
zu logischen Operationen in der klassischen Datenverarbeitung kontinuierlich sind, ist
es ersichtlich, daff man dazu im Prinzip eine unendliche Anzahl von Basisoperationen
verwenden miifite. DiVincenzo et al. zeigten 1995 [23], daB mit den in Abbildung (3.2)
aufgefiihrten Hadamard-, Phasen- und %—Phasen—()perationen und der ¢-NOT Opera-

tion jede beliebige unitidre Operation mit beliebiger Genauigkeit angenidhert werden

4Benannt nach den Autoren Einstein, Podolsky und Rosen, in einer der bekanntesten Verdffentli-
chungen der Quantenmechanik [21]
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kann [18], [22]. Neuerdings ist von DiVincenzo et al. gezeigt worden, daff Quanten-
operationen durch Verwendung bestimmter Wechselwirkungen im Hamiltonoperator,

in Subsystemen des Hilbertraums universelle Operationen ausiiben kénnen [24].

3.6 Bedingungen fiir einen funktionsfihigen Quan-
tencomputer

Die bisher aufgefiithrten grundlegenden Eigenschaften der Quanteninformation sagten
nichts aus, wie und unter welchen Bedingungen ein Quantencomputer funktionsfihig
wére. Die bisherige Betrachtung der Qbits war vollkommen theoretisch, und beriick-
sichtigte nicht die Schwierigkeiten, die in realen physikalischen Systemen auftauchen
werden. Es ist weder die Realisierung der Manipulation von Qbits angesprochen wor-
den, noch ist ein physikalisches System genannt worden, das aus einer Vielzahl von
Qbits besteht. Um diese Probleme néher eingrenzen zu konnen, miissen allgemeingiil-
tige Aspekte vorgestellt werden, die die praktischen Gegebenheiten beriicksichtigen.
Allgemein anerkannt sind die von D. DiVincenzo vorgeschlagenen fiinf Rahmenbedin-

gungen [25].

a) Es mufl ein skalierbares physikalisches System mit eindeutig charakterisierten

Qbits sein (Zur Verwendung beliebig vieler Qbits).

b) Es mufl moglich sein die Qbits in einen definierten Startzustand zu bringen (z.B.

1000...00)).

¢) Die ,,Dekohérenz“-Zeit mufl um ein vielfaches linger sein als eine logische Opera-

tion (~ 10%).
d) Man muf} einen universellen Satz an Quanten-Gates zur Verfiigung haben.
e) An jedem Qbit muB spezifisch eine Messung durchgefiihrt werden kénnen.

Es soll nur an dieser Stelle angemerkt werden, dafl sich Punkt c) als besonders wich-
tig angesehen wird. Mit Dekohérenz wird der Verlust der quantenmechanischen Infor-
mation durch Wechselwirkung (,Entanglement“) mit der Umgebung beschrieben. Die

Dekohérenzzeit bestimmt die Zeit, in der die Rechenoperationen durchgefiihrt werden
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konnen, um nur einen geringen Anteil der Information zu verlieren, der durch Quanten-
Fehler-Korrekturen wieder hergestellt werden kann. Auf diese Weise ist das Verhéltnis
von der Dauer einer Rechenoperation im Vergleich zur Dekohérenzzeit ein fundamen-

tales Problem.

3.7 Qbits in der NMR-Spektroskopie

Als Qbits eignen sich im Prinzip beliebige quantenmechanische Systeme mit zwei un-
terschiedlichen Basiszustédnden. Normalerweise wird in der NMR-Spektroskopie jedes
Qbit durch einen Atomkern mit einer Drehimpulsquantenzahl von % reprasentiert. In
der Fliissig-NMR-Spektroskopie reprasentieren unterschiedliche Spin—% Atome in einem
Molekiil einen Quantenprozessor mit mehreren Qbits. Die verschiedenen Qbits in einem
Molekiil miissen miteinander wechselwirken. Dies wird z.B. durch J-Kopplung oder in
Festkorpern durch dipolare Kopplung zwischen den Kernen erreicht. Zuséatzlich miissen

die betrachteten Atome im Molekiil einzeln adressierbar sein. Beispielsweise kann das

Molekiil Chloroform als Zwei Qbit Prozessor angesehen werden (Abb. (3.5)). Wie im

Abbildung 3.5: Chloroform (CHCl3) als Zwei Qbit Quantenprozessor

Kapitel (2.1) beschrieben, sind in einer NMR Probe eine Vielzahl identischer Molekiile.
Die quantenmechanische Beschreibung dieses Ensembles von Quantenprozessoren wird
mit dem Dichtematrix-Formalismus durchgefiihrt.

Bei Raumtemperatur ist nach der Boltzmannverteilung die Besetzung der Energieni-
veaus fast identisch, da der Energieunterschied der Eigenzusténde sehr gering ist (einige
hundert MHz). Die Dichtematrix im Gleichgewichtszustand wird nach Gleichung (2.12)
aus dem Besetzungsunterschied der fZ—Eigenzusté,nde gebildet. Wie dort angedeutet,

ist die zeitliche Entwicklung und Manipulation des Systems durch Verwendung dieser
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Differenz-Dichtematrix vollstéandig beschrieben.

Der Besetzungsunterschied belduft sich auf etwa 1 zu einer Million, und es wird
effektiv nur mit der Differenz gearbeitet. In einer Probe miissen ca. 10?° identische
Molekiile vorhanden sein, was 10%° Kopien des Quantenprozessors entspricht, um ein

detektierbares Signal zu erhalten.

3.8 Logische Operationen mit Qbits in der NMR-
Spektroskopie

Logische Operationen entsprechen unitdren Operationen auf den Zustandsvektor des
Quantenprozessors. Die Dynamik eines Ensembles wird anstatt durch einen Zustands-
vektor durch die Dichtematrix beschrieben. Die Manipulationen dieser Zustandsdichte

geschehen auf analoge Weise durch unitére Transformation (At = t' — ¢) (Gleichung

(2.14)).
pt') = U™ p(t)U = e 778 (1) er At (3.17)

Die allgemeine Formulierung dieser Gleichung beinhaltet einige grundlegende Probleme
in Bezug auf die Art der moglichen unitdren Transformationen U. Der Hamiltonope-
rator H der Gleichung (3.17) ist nur in geringem Mafle manipulierbar, wie z.B. durch
Radiofrequenzpulse (Gleichung (2.27)). Auch wenn keine Pulse eingestrahlt werden, fin-
den unitdre Operationen statt, da die zeitunabhéngigen Terme des Hamiltonoperators
prisent sind (siche Gleichung (4.3)). Man mu8 die Effekte der permanenten Wechsel-
wirkungen mit dem Puls-Teil des Hamiltonoperators auf geschickte Weise kombinieren,
so daf in einem betrachteten Zeitraum der Effekt auf die Dichtematrix der geforder-
ten unitdren Operation entspricht. Daher erweist es sich als problematisch Punkt d)
der Regeln von DiVincenzo zu erfiillen. Viele Verdffentlichungen beschéftigen sich mit
diesem Problem, und es konnte fiir einige Spinsysteme gezeigt werden, dafl durch ge-
schickte Pulskombinationen jede beliebige unitére Transformation durchgefiihrt werden
kann (siehe Cory et al. [6], [26]). Im Kapitel 5 werden speziell fiir das in dieser Arbeit
betrachtete Spin—% System Pulssequenzen aufgefiihrt, die logischen Schaltungen ent-

sprechen.
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3.9 Pseudo-reine Zustinde im Dichtematrix- For-
malismus

Die Dichtematrix ist bei Raumtemperatur in einem stark gemischten Zustand. Betrach-
tet man z.B. ein Spin—% System, so sind die Zusténde o und [ fast gleich besetzt. Es ist
sehr schwierig die relative Besetzung der Energiezustdnde zu verdndern. In den letzten
Jahren gab es Vorschlage den Besetzungsunterschied, z.B. durch Polarisationstransfer
zusétzlicher Spins [27] oder Elektronen deutlich zu erhéhen [28].

Eine zur Zeit géngige Methode, das Problem der gemischten Zustéinde von Spin En-
sembles zu umgehen, wird durch die Generierung von pseudo-reinen Zustédnden ermog-
licht. Dafiir wird die Dichtematrix vor Beginn der eigentlichen ,,Rechnung* so veréndert,
daB sie sich wihrend der anschlieBenden unitiren Manipulationen genauso verhélt, als
befinde sich das System zu Beginn in einem reinen Zustand [29], [30].

Beispielsweise ist die Dichtematrix des ersten reinen Zustandes eines Zwei Qbit

Systems gegeben durch:

1 1000
) 0 0000
Prur 00 = [00) (00] = (1 00 0>: (3.18)
0 0000
0 0000

In NMR-Experimenten wird zwangslaufig mit der Dichtematrix im Gleichgewichtszu-
stand (Gleichung (2.12)) begonnen. Da diese Matrix nur die Besetzungsunterschiede

der Zeeman-Eigenzustéinde beschreibt, ist die Spur 0. Fiir zwei Spin—% Kerne ergibt

sich,
1 00 O
. 000 O
Peq = (3.19)
000 O
000 -1
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Es wurde von Cory et al. gezeigt, dafi die Dichtematrix eines Systems von zwei

gekoppelten Spin—% Kernen durch RF-Pulse und einen Gradientenpuls in,

50 0 0

. 0 -1 0 0

Plps. Pur] 00 = (320)
0 0 -1 0
0 0 0 —1

tiberfiihrt werden kann [26]. Diese Dichtematrix verhélt sich unter unitéren Transforma-
tionen genauso wie die Dichtematrix des reinen Zustandes in Gleichung (3.19). Durch
den Gradientenpuls ist transverse Magnetisierung verloren gegangen. Das bedeutet, daf3
die Polarisierung, mit der wiahrend der Quantencomputer-Operationen gearbeitet wer-
den kann, sogar noch geringer als die Polarisierung durch den Besetzungsunterschied
der Energieniveaus im Gleichgewichtszustand ist. Das Problem von Polarisierungsver-
lust nimmt mit der Grofle des Spinsystems zu, d.h. ab einer bestimmten Anzahl von
Qbits wird dieses Verfahren zur Priparation definierter Ausgangszustinde unbrauch-
bar. Man kann sagen, solange das Problem der Generierung pseudo-reiner Zustidnde
mit dem Verlust von Polarisierung verbunden ist, bleibt NMR eine nicht skalierbare
Methode fiir Quantencomputer-Berechnungen (Punkt (a) der Regeln von DiVincenzo).
In den letzten Jahren wurden zur Generierung effektiver reiner Zustédnde andere Ver-
fahren vorgeschlagen, bei denen durch Verwendung zusétzlicher Qbits diese Zustidnde
ohne Polarisationsverlust erhalten werden kénnen [31]. Diese Methoden haben aber,
auBer der Verwendung zusétzlicher Qbits, noch den Nachteil, dafl die Kopplung der
zusétzlichen Qbits zum restlichen System ausgeschaltet werden muf}, was sich gerade
in der NMR, wo permanente J-Kopplung auftritt, als schwierig erweist.

Da in dieser Arbeit ein kleines Zwei Qbit System verwendet wird, ist eine zu Cory

et al. analoge Methode zur Erzeugung pseudo-reiner Zusténde verwendet worden.

3.10 Verwendung eines Spin-% Kerns als zwei-QDbit-
System

Um die Anzahl der Qbits in zukiinftigen NMR-Experimenten zu erhchen, sind ver-
schiedene Vorschldge gemacht worden. Eine Zusammenfassung von Moglichkeiten ist

von Cory et al. [6] gegeben worden. Es ist sicher, da man nicht weit iiber 10 Qbits mit
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der Fliissig-NMR-Spektroskopie hinauskommen wird. Eine Mo6glichkeit, um zu Syste-
men von 20-40 Qbits zu gelangen, ist die Verwendung von Festkorpersystemen. Aber
auch hier wird man mit den konventionellen Systemen und Methoden relativ schnell
an Grenzen stofen.

Eine andere Vorgehensweise ist die Verwendung von virtuellen Qbits. Kessel et al.
[32] zeigten, dafl die Art des Spinsystems im Prinzip keine Rolle spielt, sondern nur
die Hilbertraumdimension dafiir verantwortlich ist, wie viele Qbits simuliert werden
konnen. Ersichtlich wird dies durch Vergleich der Wellenfunktion zweier gekoppelter

Spin—% Kerne,

Iy
o)
|Waquits) = ‘¢%A> ® ‘¢%B> = (3.21)

T3

Ty

mit der Wellenfunktion eines Spin—% Kerns.
|Waqpits) = ‘¢g> = (3.22)

Dabei mufl eine wichtige Voraussetzung erfiillt sein. Das Ersatz-Spinsystem ()gb%>)
muf} durch unitidre Operationen in jeden beliebigen Zustand iiberfithrt werden kénnen.
D.h. man mufl zur Manipulation einen vollsténdigen Satz an elementaren unitéren
Transformationen zur Verfiigung haben.

Aus welchen Griinden ist unter den genannten Umstédnden eine solche Adaption
giiltig?
Die Rechenoperationen eines Quantencomputers sind nichts anderes als unitire Trans-
formationen im Hilbertraum. Solange jeder Punkt im Hilbertraum durch diese Transfor-
mationen erreicht werden konnen, ist es vollig gleichgiiltig, welches Spinsystem diesen
Raum aufspannt. Aber auch in diesem Fall treten Probleme auf, die die Skalierung
anbetreffen. Denn wichtig ist nicht nur, daf§ prinzipiell jede unitdre Transformation

durchgefiihrt werden kann, sondern auch die Anzahl der Schritte die dazu nétig sind.
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Vergleicht man die Zahl der benétigten Schritte mit denen von gekoppelten Spin—% Sy-
stemen, so darf die Differenz nicht exponentiell mit der Anzahl der Qbits ansteigen, da
man ansonsten die Vorteile verlieren wiirde, die die Verwendung eines Quantencompu-
ters mit sich bringen.

Die Symmetrie der sogenannten uniren Systeme (Quantenobjekte mit mehr als
zwei Eigenzustidnden) ist im Vergleich zu n-dren Systemen (gekoppelte zwei-Level-
Quantenobjekte) mit der gleichen Hilbertraumdimension unterschiedlich. Theoretisch
kann man zeigen, dafl die Skalierung auf Systeme, die vielen Qbits entsprechen, einen
exponentiellen Nachteil hat [33].

Obwohl die Skalierung auf beliebig grofie Systeme nicht sinnvoll sein wird, ist man
z.Zt. noch in einem Gebiet, wo nur wenige Qbits simuliert bzw. betrachtet werden
konnen. Der Mehraufwand, ein quadrupolares Spinsystem mit vier Energieniveaus zu
verwenden, anstatt zweier gekoppelter zwei-Level Systeme ist relativ gering. Bei der
Verwendung quadrupolarer Systeme besteht ebenfalls die Moglichkeit durch dipolare
Kopplung mit anderen Quadrupol-Kernen, die Anzahl der Qbits zu erhohen, wie bei
gekoppelten Spin—% Systemen. Zur Zeit kann man mit Systemen von ca. sieben Spin-
% Kernen arbeiten, die skalar miteinander gekoppelt sind. Wiirde man dagegen z.B.
sieben dipolar koppelnde Spin—g Kerne verwenden, so hétte man schon ein 21 Qbit
System?®.

Fiir den heutigen Stand der Wissenschaft erscheint es sinnvoll mit quadrupolaren

Systemen zu arbeiten, um die Zahl der Qbits zu erhohen.

5 Acht Energieeigenzustinde entsprechen einem achtdimensionalen Hilbertraum, was der Dimension
von 3 gekoppelten zwei Level Systemen entspricht.



Kapitel 4

Theoretische Betrachtung des
Spin—%—Systems

In diesem Kapitel werden wichtige theoretische Eigenschaften und Manipulationen am
Spin—% System erldautert. Viele der Prinzipien kénnen in einfacher Weise auf beliebige

Spinsysteme iibertragen werden.

4.1 Allgemeine Eigenschaften des Spin—%-Systems

Der Zustand des quadrupolaren Spin—%—Systems im Magnetfeld wird in einfacher Weise
durch die Z, Eigenbasis beschrieben.

1 1 3
a’ o) o o (41)
272 2 2

U, =|n), mit n=
Der Dichteoperator im Gleichgewichtszustand entspricht dem Ausdruck in Gleichung
(2.12) mit der Néherung, daf die quadrupolare Wechselwirkung im betrachteten NaNOj-
Spinsystem im Bezug zur Zeeman-Wechselwirkung vernachléssigbar klein ist. Die Matrix-

Form des Dichteoperators kann mit der in Gleichung (4.1) definierten Basis berechnet

werden.
peg = 1. = (4.2)
GIZ-15) Gzl GlZl-  GIZ]-9) 2 00 0
GIZIE QT G- GIZD | _fod o o
(AL (A1 (HE-D (AR oo 4 o
(UL (AL (LY LD oo 0 -3

In Gleichung (2.22) wurde der allgemeingiiltige Hamiltonoperator fiir beliebige Spin-

systeme im Magnetfeld prasentiert. Fiir das hier betrachtete Spinsystem sind folgende

40
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Wechselwirkungen im Hamiltonoperator vorhanden:

~

Hye = ﬂZNa + ’HQNQ = ’}/NahBT(U — 1)i + iTQi (4.3)

Mit dieser Gleichung werden dann Ausdriicke analog zu Gleichung (2.24) und (2.25)
fir die ,step up* und ,step down“ Operatoren entwickelt. Wie in Kapitel (2.4) geschil-
dert, wird zur Berechnung der zeitlichen Entwicklung der Dichtematrix das rotierende
Koordinatensystem herangezogen. In dieser Darstellung erhélt man einen ,, gestutzten
zeitunabhéngigen Hamiltonoperator, der durch Streichen der Nicht-Diagonalelemente

in der Operatormatrix erhalten wird. In unserem Fall bleiben nur die Terme
ﬁQNa = % (Qu1 + Q2) (Zf, + j;ir) + Q. T,
Hazna = Awl, (4.4)
iibrig, wobei );; die Elemente des Tensors der quadrupolaren Kopplung sind'. Mit

Aw wird der Frequenzunterschied zwischen der Zeeman-Wechselwirkung und der Fre-

quenz des rotierenden Koordinatensystems angegeben. Der Tensor der quadrupolaren

Kopplung,
Qu Q2 Q3
Q21 Q2 Qo3 (4.5)
Q31 Q32 @33

ist abhéngig von der Orientierung des Molekiils bzw. des Kristallgitters im Bezug zum
Magnetfeld. Im Referenzkoordinatensystem (PAS = | Principal Axes System®) ist der
Tensor diagonal und die Spur null. Die PAS-Komponenten des Tensors sind eindeutig
durch das Quadrupolmoment (eQ), den grofiten elektrischen Feldgradienten (%27‘2/) und
einen Asymmetrieparameter (1) bestimmt [13]. Die letzten beiden Parameter sind stark
von der Art des Molekiils und dessen Umgebung abhéngig. Daher ist dieser Tensor
systemspezifisch und mufl experimentell bestimmt werden.

Durch Rotation des Tensors (Umorientierung des Molekiils im Bezug zum Magnet-
feld) andern sich die Werte Qq1, Q2 und Qs3, die fir die Gréfle der quadrupolaren
Wechselwirkung in den Experimenten verantwortlich sind (Gleichung (4.4)). In der
Praxis kann man daher durch Umorientierung einer einkristallinen Probe in gewissen

Grenzen die Stéarke dieser Wechselwirkung einstellen.

'Die Terme (Q12 — Q21) im Hamiltonoperator sind nicht aufgefiihrt, da beide Tensorelemente den
gleichen Wert annehmen miissen (Tensor zweiten Ranges) und entsprechend keinen Beitrag leisten.
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4.2 Manipulationen am Spin—%-System

Die Theorie zur Manipulation von Spinsystemen mit RF-Pulsen ist im Kapitel 2 be-
schrieben worden. In diesem Abschnitt wird das Verhalten und die Effekte von RF-Pulse

auf das Spin—% System néher untersucht.

Das Spektrum des quadrupolaren Spinsystems besteht aus 3 verschiedenen Reso-
nanzlinien, die entweder selektiv durch energieniedrige ,,Soft Pulse* angeregt werden
konnen, oder gemeinsam durch einen harten Puls hoher Intensitdt angeregt werden.
Ob ein Puls selektiv oder hart ist, hingt einerseits von der Pulsintensitéit (Pulslei-
stung) und andererseits vom betrachteten Spinsystem ab. Eine wichtige Rolle spielt
der Frequenzunterschied zwischen den unterschiedlichen Resonanzlinien. Im Hamilton-
operator duflert sich dies durch die Relation zwischen dem Operator ﬁ rr und der Grofie
der verbleibenden Terme im Hamiltonoperator (ﬁNa) (siche Gleichung (2.51)). Die Re-
lation zwischen ﬁRF und der verbleibenden Zeeman- bzw. Quadrupol-Wechselwirkung
bestimmt den Effekt auf die Dichtematrix. Bei einer sehr hohen Intensitdt des Pulses
sind die restlichen Wechselwirkungen vernachléssigbar klein und die Propagatormatrix

wird ndherungsweise nur durch den Term des Pulsoperators wiedergegeben,

Uh bz eid)jr

Uthy = eid)jy (46)

Ist die Intensitdt des Pulses auf der anderen Seite sehr viel geringer als die restlichen
Wechselwirkungen, so miissen die folgenden Terme im Hamiltonoperator beriicksichtigt

werden,

~

Heprna = Hona + Hazxa + HrrZy (4.7)

Fiir die sogenannten selektiven Anregungen der drei Resonanzlinien ergeben sich fiir
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das Na-System die folgenden Propagatormatrizen fiir Pulse in x-Richtung?,

— S1n 5 COSs

COS % 7 sin % 00
B ) )
tsing cosy 0 0
Uiy = 2 2
0 0 10
0 0 0 1
1 0 0 0
0 cos % 7 sin g 0
Uoy, =
0 2sin % cos % 0
0 0 0 1
10 0 0
0 1 0 0
Uiy, = (4.8)
0 0 cos % 7 8in %
0 0O 7sin % Cos %
bzw. fiir Pulse in y-Richtung,
Cos % sin % 0 0
) [
—sin? cosz 0 O
U,y = 2 2
0 0 10
0 0 0 1
1 0 0 0
0 cos % sin % 0
0 —sing coss 0
0 0 0 1
10 0 0
0 1 0 0
Ul ¢y - ¢ . ¢ (49)
0 0 cos 5 sing
[ [
0 0 5

Die in den Gleichungen aufgefiihrte Variable ¢ kann durch Einstellen geeigneter Puls-

langen beliebig variiert werden.

2Fiir die Bezeichnung der Ubergiinge siche Abbildung (4.5)
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Sind diese Terme des Puls-Hamiltonoperators dagegen in dhnlicher Groflenordnung
wie die anderen Wechselwirkungsenergien, so sind die Propagatormatrizen komplizier-

ter und miissen fiir den Einzelfall berechnet werden.

Insgesamt stehen zur Manipulation des Spinsystems sechs verschiedene ,,Basis“-
Propagatoren zur Verfiigung, die den selektiven Anregungen entsprechen. Zusétzlich
konnen die zeitunabhéngigen Terme des Hamiltonoperators, die quadrupolaren- und
die Zeeman-Terme, einen Propagator reprisentieren, der die zeitliche Evolution des
Spinsystems ohne Pulse beschreibt. Nicht aufgefiihrt ist ein allgemeiner Ausdruck fiir
die Propagatoren, die durch nicht selektive Anregung (harte Pulse) gebildet werden, da
sich die Propagatormatrizen in komplizierter Weise mit dem Anregungswinkel &ndern.

Fiir einen harten 180° y-Puls gilt,

0 0 0 -1
0 0 1 O
UH 180; = (410)
0 -1 0 O
1 0 0 0

Mit diesem Satz an Propagatoren kann man durch Kombination eine Vielzahl unitérer

Transformation der Dichtematrix nach Gleichung (2.14) berechnen?:

pA[n_,_H = U_lﬁ[n}U (4.11)

In der Praxis l&t sich weder eine vollstandig uniforme Anregung aller Resonanzlini-
en verwirklichen, noch ist eine exakte selektive Anregung moglich. Im Realfall versucht
man die Pulsintensitidt der selektiven Anregungen einigermafien hoch zu halten, um
nicht zu lange Pulse einzusetzen, da durch Relaxation des Spinsystems zusétzliche
Fehler eingefiihrt werden. In den in dieser Arbeit durchgefithrten Experimenten ist die
Intensitédt des Pulses so gewéihlt worden, dafi die Propagatorelemente, die im Ideal-
fall null wéren, kleiner sind als 5% im Vergleich zu den Elementen, die die selektive

Anregung beschreiben.

30b man mit diesen Propagatoren jede beliebige unitéire Transformation durchfithren kann, ist zu
diesem Zeitpunkt noch nicht klar.
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4.2.1 Einflul der quadrupolaren Kopplung auf eine Anregung

Wiéhrend der Anregung mit einem RF-Feld hat die quadrupolare Kopplung einen Ein-
fluf auf die Frequenz, mit der der Magnetisierungsvektor im rotierenden Koordinaten-
system rotiert (wput), bzw. auf die Dauer der Anregung fiir einen bestimmten Pulswin-

kel. Es ist zwischen drei Féllen zu unterscheiden:
a) vB; des RF-Pulses ist sehr viel grofier als die quadrupolare Wechselwirkung (wg).
b) vBj ist in gleicher Gréfienordnung wie die quadrupolare Wechselwirkung,.

c) B ist sehr viel kleiner als die quadrupolare Wechselwirkung

Im ersten Fall ist die Dauer eines 90°-Pulses gegeben durch A¢ = % = vB;At. Im Fall
(b) ist der Rotationswinkel nicht mehr proportional zur Feldstirke des Radiofrequenz-
feldes, so dafl eine genauere Berechnung durchgefiithrt werden muf}. Im dritten Fall,
wo das Radiofrequenzfeld als Stérung der quadrupolaren Wechselwirkung angesehen

werden kann, gilt fiir den zentralen Ubergang (—% — %) die Relation [34]:

1
Whut = (I + 5) 731 (412)

Diese Frequenz ist ausschlaggebend fiir die Dauer des Anregungspulses, um einen be-
stimmten Anregungswinkel zu erhalten (A¢ = wy;At). Aulerdem ist bei einer selek-
tiven Anregung der Anregungswinkel der &uleren Banden (siehe Abb. 2.2) verschieden
von dem der Zentralbande (gleiche Pulsintensitét ist vorausgesetzt). Im Falle des Na-
Systems ist dieser Faktor @ Bei der theoretischen Beschreibung erhélt man diese
Faktoren bei der Anwendung der ir und 7_ Operatoren auf die Wellenfunktionen der
betrachteten Uberginge.

Fiir die in dieser Arbeit durchgefiihrten Experimente haben diese Punkte keine pro-
blematischen Auswirkungen, da die Anregungswinkel der drei Ubergénge unabhingig

voneinander bestimmt werden. Genutzt werden diese Phénomene in der ,Nutation-

NMR* [35].

4.2.2 Phasenfehler in den Propagatoren

Leider nehmen die préasentierten Propagatoren fiir die selektive Anregung nur in be-

stimmten Fillen exakt die Form von Gleichung (4.8) und (4.9) an. Denn wihrend der
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Anregung entwickelt sich die Phase des Spinsystems, was durch die zeitunabhédngigen
Terme im Hamiltonoperator bewirkt wird. Bei einer einzigen selektiven Anregung spielt
dies keine wichtige Rolle, denn ein globaler Phasenfaktor kann experimentell nicht be-
stimmt werden, bzw. Messungen am Spinsystem sind unabhéngig von der allgemeinen
Phase des Spinsystems. Werden aber in einem Experiment nacheinander mehrere se-
lektive Anregungen durchgefiihrt, so kann sich eine nicht beriicksichtigte relative Phase
zwischen den angeregten Frequenzen ausbilden. Relative Phasen sind experimentell de-
tektierbar, bzw. sind physikalisch unterscheidbar. Im schlimmsten Fall, wenn in einer
Abfolge von Anregungen die Phasenrelation ungiinstig ist, konnen folgende Anregungen

unerwartete Auswirkungen auf das Spinsystem haben.

4.3 Zusammenhang zwischen NMR-Spektren und
der Dichtematrix

Die experimentellen Observablen ((O)) werden aus der Dichtematrix mit dem korre-

spondierenden Operator (O) nach folgender Relation berechnet? [17]:

(O) = Tr (ﬁ@) (4.13)

Wiéhrend einer NMR-Messung wird die zeitliche Entwicklung der Magnetisierung in der
xy-Ebene registriert. In modernen Spektrometern wird dies mittels ,,Quadrature De-

tection“ erzielt (Abbildung (4.1)) . Die Observierung der xy-Magnetisierung entspricht

Detektor (y)

0 Detektor (x)

Abbildung 4.1: Symbolische Darstellung der ,,Quadrature Detection®
M: rotierender Magnetisierungsvektor

4Tr()= Spur (engl. Trace) der Operatormatrix
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dem in Gleichung (2.16) definierten Z, bzw. Z_ Operator [13].

May(t) = My(t) — iM,(t)

May(t) = Ko ()0 L)1)

May(t) = Ko (()(0) (4.14)
Dabei entspricht M,, der detektierbaren Magnetisierung, und K¢ einer gerdte- und

Spin-spezifischen Konstante. Die Dichtematrix p(t) zum Zeitpunkt ¢ ergibt nach Glei-

chung (4.13) mit dem Detektor-Operator Z_ einen Erwartungswert fiir die xy-Magnetisierung,

der dem detektierbaren Signal entspricht.

fern(t) oc My, (t) = KgTr (ﬁ(t)i) (4.15)
Die zeitliche Entwicklung der Funktion frip(¢) (FID = ,Free Induction Decay*) kann
so, mittels bekannter Dichtematrix, zu entsprechenden Zeiten berechnet werden.

Fiir das Spin—% System mit vier Basisfunktionen,

3 1 1 3
=)=, —=),|—= 4.1
A "

wird der Zusammenhang zwischen FID und Dichtematrix in den kommenden Abschnit-

ten niher erliutert. Die Z_-Operator-Matrix in dieser Basis ist nach Gleichung (2.56)

definiert als:

>
>
>

GIZ-15)  Glz-1s)  GlZz-1-3)  GlZ-[-3)
GIZ-15)  GIZ=15)  GIZ=1-5)  GIZ-1-3)
(=3 Z-13) (=312 15) (=5lZ-1-3) (=3lZ-|-3)
(SBIZ-15) (31 Z-13) (S31Z-[-5) (-31Z-1-3)
0 0 0 0
_ | 000 (4.17)
0 e 0 0
0 0 ey 0

Wobei die Koeffizienten nach Gleichung (2.20) berechnet werden. Die Drehimpulsquan-

tenzahl ist in diesem Fall [ = 2.

- B GGG TR s
= 2 (4.19)
ciz = V3 (4.20)
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Nach der Orthogonalitétsbedingung (Gleichung (2.19)) sind alle anderen Matrixele-
mente Null.

In Abbildung (4.2) sind die Energieniveaus eines Spin—% Systems schematisch dar-
gestellt. Durch die quadrupolare Kopplung zeigt die Aufspaltung der Energieniveaus
keine dquidistanten Stufen. Daher werden drei, bei unterschiedlichen Frequenzen lie-
gende, Absorptionsbanden erwartet. Die Ubergangsintensititen zwischen benachbarten
Energieniveaus, sog. ,Single Quantum Coherences”, sind in der Dichtematrix fiir die-
ses Spinsystem mit den Elementen pjo, pas und pss bezeichnet, wobei die jeweiligen

Elemente zu den Ubergéngen in Abbildung (4.2) korrespondieren.

E A ‘ 3>
—F |75
(1) P34
_l>
’ 2
0) | P23
2
’ 2
(-1) P12 3
S 5>

Abbildung 4.2: Energieniveaus eines Spin-2 Systems. Die Intensitéit der drei Ubergéinge (-1), (0)
und (1) ist proportional zu den absoluten Werten der Dichtematrixelemente py2, pag und p34
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Nach Gleichung (4.15) kann nun fiir dieses Spinsystem die Berechnung des FID-

Signals in Form der Matrixdarstellung durchgefiihrt werden.

P11 P12 P13 Pl4 0O 0 0 O
P21 P22 P23 P24 co1 0 0 0

fFID(t) = TI‘
P31 P32 P33 P34 0 ¢ 0 O
P41 P42 P43 P44 0 0 c3 0O
P12C21  P13C32 p1aca3 0
P22C21 P23C32  P24Ca3 0

= Tr

P32C21  P33C32  P3aCaz 0
P42C21  P43C32  PaaCqaz 0

frip(t) = pra(t)car + pas(t)csa + psa(t)cas (4.21)

Der letzten Gleichung kann man entnehmen, dafl aus einer Dichtematrix mit 16 Ele-
menten bei einer Messung in erster Naherung nur drei Elemente detektierbar sind. Der
zeitunabhéngige Hamiltonoperator propagiert die Dichtematrix, bzw. deren Elemente,
periodisch. Jedes detektierbare Dichtematrixelement wird durch nur eine Frequenz mo-
duliert [13]. In Abbildung (4.3) ist der FID eines quadrupolaren Spinsystems (Spin-3)
dargestellt. Dieses Signal wurde nach einem 90°-Puls auf dem Gleichgewichtszustand
des Spinsystems erhalten. Man erkennt, dafl das Signal durch mehrere iiberlagerte Fre-

quenzen moduliert wird. Diese Periodizitat im FID wird durch Fouriertransformation

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Abbildung 4.3: FID des NaNOj3 Einkristalls (Spin-2 System) [Achenbeschriftung in ys]
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L U J

120000 80000 40000 0 -40000 -80000 -120000

Abbildung 4.4: NMR-Spektrum des NaNOj3 Einkristalls (Spin-3 System). Das Spektrum wird durch
Fouriertransformation des FID in Abbildung (4.3) erhalten. [Achenbeschriftung in Hz]

in die Frequenzdoméne iiberfiihrt (Abbildung (4.4)).

~

fw) =3 frm®)]=3F [Tl" (/’)(t)I,)} = [p12ca1 + pascsa + paacas] (4.22)

Das frequenzabhéngige Signal (f(v)) entspricht dem Absorptionsspektrum eines NMR-~

Experiments. Die Fouriertransformation ist eine lineare Operation,
o) =5 110) = [ e (1.23)

daher bleiben die Koeffizienten durch die Transformation unbeeinflufit und Gleichung

(4.22) kann in Form,

Slfrip(t)] = Tlpia(t)car + pas(t)csa + paa(t)cas]
= nS [p12(1)] + 328 [p23(1)] + casS [p3a(t)]
f(v) = capa(v) + csapas(v) + cazpsa(v) (4.24)

geschrieben werden.
Die Dichtematrix ist zu Beginn der Spektrenaufnahme im Zustand p. Wéahrend der
FID-Aufnahme verdndern sich die Signale der detektierbaren Elemente in Gleichung

(4.21) periodisch, wie am Beispiel des Elements p;5 in Gleichung (4.25) gezeigt.

. t
2wv12t T T

p12(t) = pioe e Tz (4.25)
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Der letzte Exponentialterm entspricht der Signalintensitdtsabnahme durch 75 Relaxa-
tion. Der Ausdruck wird aus der Losung der empirischen Differentialgleichung fiir die
Abnahme der Magnetisierung mit der Zeit (Bloch Gleichungen [34]) gewonnen. Durch
den mittleren Ausdruck dieser Gleichung (e”*™12%) wird die periodische Modulation des
Matrixelements wiedergegeben. Die Fouriertransformation liefert die Darstellung dieser

Elemente in der Frequenzdoméne.

pr2(v) = Tlpi2(t)]

o 127t _TL
= pd |e e T

T T2 —
= ,012 (K > 2 ) + ZKZ 2 gle VO) 2) (426)
1+ T3 (2 — o) L+ T3 (2 = w0)
3 7 T, o T3 (112 — o) )
v)dv = K +ikG v
/ plZ( ) P12 / ( 1+ T22 <V12 — V0)2 1+ T22 (V12 - V0)2
/ pra(v) dv = K'pp
(4.27)

Der Exponentialterm (efTiz) wird durch die Fouriertransformation in eine Lorenzfunkti-
on und eine Dispersionsfunktion transformiert [16]. Die Lorenzfunktion beschreibt den
Verlauf der Absorptionsbande im Realteil des Frequenzspektrums, und die Dispersi-
onsfunktion den Verlauf des Signals im imaginéren Teil des Spektrums. Die Integration
iiber den gesamten Frequenzbereich liefert einen Wert, der proportional zum urspriing-
lichen Wert des Dichtematrixelements ist. Besonders sollte erwédhnt werden, daf3 die
Proportionalitdtskonstante fiir alle Elemente gleich ist, wenn alle Elemente die gleiche
Relaxationszeit besitzen, wovon in dieser Arbeit immer ausgegangen wird.

Wenn nun jedes Dichtematrixelement nur durch eine Frequenz moduliert wird, dann
konnen die einzelnen Elemente im Frequenzspektrum unabhéngig voneinander inte-
griert werden.

[e.e] o) o0

7f(u) dv = ¢y /ﬁu(y) dv + c39 / pa3(v) dv + cq3 / paa(v) dv (4.28)

— 00 — 00 —00
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Auf diese Weise kann man die Analogie zu den Fldchen der Banden im realen und

imaginéren Teil des experimentellen Spektrums herstellen.
/ fv) dv =K' ([A(1) + iA(4)] + [A(2) + 1A(5)] + [A(3) + i A(6)]) (4.29)

Dabei entsprechen die GroBen A(i) den Signalflachen des realen bzw. imaginéren Spek-
trums in Abbildung (4.5). Durch Einsetzen der Beziehungen aus Gleichung (4.27) in
Gleichung (4.28) und Vergleich der Signalflichen aus Gleichung (4.29) erhilt man die

Beziehungen:

canprz = K'[A(1) +iA(4)]
caapas = K'[A(2) +iA(5)]
cazpsa = K'[A(3) +iA(6)] (4.30)

In Abbildung (4.5) sind die jeweiligen Banden mit den dazugehorigen Variablen mar-
kiert. Natiirlich sind nicht die absoluten Werte dieser Integrale ausschlaggebend, son-
dern nur die relativen Verhéltnisse, bzw. deren normierte Werte. Zusétzlich sind die
in Gleichung (4.21) aufgefithrten Koeffizienten cy;, ¢32 und c¢43 bei der Berechnung des
FID zu beriicksichtigen. Um die Dichtematrixelemente aus den Bandenflichen zu be-
rechnen, ist es daher notwendig die normierten Fléchen der Banden (A(1)-A(6)) durch

den entsprechenden Faktor ¢;; zu dividieren.

4.4 Experimentelle Bestimmung der Dichtematrix
(State Tomography)

Durch die Dichtematrix wird der Zustand eines quantenmechanischen Ensembles voll-
standig beschrieben. Wie im Kapitel (4.3) gezeigt, wird von der Dichtematrix eines
Spinsystems in einem Experiment nur ein kleiner Teil der Informationen erhalten. In
der ,State Tomography* wird durch eine Reihe von Experimenten die Information
der gesamten Dichtematrix erhalten. Diese Methode wird bisher nur bei Spin—% Sy-
stemen eingesetzt. Urspriinglich wurde diese Methode 1998 von Chuang et al. in die
NMR-Spektroskopie eingefiihrt [30]. Weitere Verfeinerungen und eine ausfiihrlichere

Beschreibung wurde von Long et al. préasentiert [36]. In den folgenden Abschnitten
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wird dieses Verfahren auf das quadrupolare Spinsystem mit vier Eigenzustdnden er-
weitert bzw. adaptiert. Die Prinzipien sind ohne grofien Aufwand auf beliebige andere
Spinsysteme iibertragbar. Das NMR-Spektrum dieses Spinsystems liefert 3 Resonanz-
linien (Abbildung (4.4)). Die drei detektierbaren Resonanzlinien korrespondieren nach

Gleichung (4.24) zu den eingerahmten Dichtematrixelementen der folgenden Gleichung.

P11 | P12 P13 P14

. P21 P22 P23 P24

plt) = (4.31)
P31 P32 P33 | P34

P41 Pa2 P43 Paa

Wenn die Dichtematrix in Gleichung (4.31) zum Zeitpunkt () bestimmt werden soll,
so wird dieser Zustand des Spinsystems als Ausgangspunkt weiterer Manipulationen
(z.B. mit RF-Pulsen) verwendet, um in mehreren Experimenten die Informationen zur
Berechnung der gesamten Dichtematrix zu erhalten.

Zur Bestimmung der vollstédndigen Dichtematrix ist es notwendig zu wissen, wie
viele unabhéngige unbekannte Variablen zu bestimmen sind. Die Dichtematrix ist her-

mitisch, d.h. die Matrixelemente stehen in der Beziehung:

Pij = Pji (4.32)

Auf der anderen Seite sind die Elemente dieser Matrix komplex. Die Dichtematrixele-

mente konnen durch jeweils zwei reelle Variablen ausgedriickt werden.
Pij = Ty + 1Ty, (4.33)

Allgemein kann man alle Dichtematrixelemente im vierdimensionalen Hilbertraum nach

Gleichung (4.33) definieren, und die Dichtematrix folgendermaflen ausdriicken:

T To+ixy| T3 +iTiz Ty + T3
Lo — il’ll Ty T + i$14 T7 + i.fL'15 (4 34)
xr3 — 1219 Te — 1T 14 xrs Tg + ile

Ty — 113 T7 — 115 Tg — 1T16 T10

p(t) = ppp =

Drei der Dichtematrixelemente stehen nach Gleichung (4.30) im Zusammenhang mit
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den Bandenfléchen des reellen bzw. imagindren NMR-Spektrums.

A(l A4
P12 = T2 +7:LU11 = K/ <£ + ZL>
C21 C21

A2 A5
p3 =g +iryy = K’ <£ + ZL>
C32 C32
A(3 A(6
pss = a9 +irg =K' (L —HL)
C43 C43

(4.35)

Die Aufnahme eines NMR-Spektrums ermoglicht die Bestimmung von sechs Varia-

blen der unbekannten Dichtematrix. In einer Folge von fiinf Experimenten kénnen alle

unbekannten Elemente bestimmt werden.
a) pp): ohne weitere Manipulationen
b) i 90°-x-Puls auf Ubergang (-1)
¢) pp: 90°-x-Puls auf Ubergang (0)

d) pp: 90°-x-Puls auf Ubergang (1)

e) P 180°-x-Puls auf Ubergang (-1) und 180°-x-Puls auf Ubergang (1)

Jedes der Experimente beginnt mit der gleichen Sequenz von Manipulationen, um den

gewiinschten Zustand des Spinsystems (pp;) zu erhalten. Die Experimente unterschei-

den sich nur in der Sequenz von RF-Pulsen, die dann folgen. Im ersten Experiment,

wird der Ausgangszustand gemessen, um den ersten Satz an Gleichungen zu erhalten

(siehe Gleichung (4.35)).

Amy(1)

Rlppj12) =N=—(— =12
Q(P[l] 12) = NA[%?) =1
R(pmzs) = NHLE = a5
S(ppyes) = NA[%S) = T14
R(ppysa) = N%ﬁ)g) = Ty
S(ppysa) = NA® T16

€43

(4.36)

In dieser Gleichung wurde die Konstante K’ durch eine Normierungskonstante N er-

setzt.
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(A) A(2)
A(3) A(1)
L . i\
120000 80000 40000 0 -40000 -80000 -120000
(B) A(5)
A(6) A4)

—

120000 80000 40000 0 -40000 -80000 -120000

Abbildung 4.5: Reales und imaginires NMR-Spektrum des NaNO3-Einkristalls [Achsenbeschriftung
in (Hz)]

(A): Realteil des NMR-Spektrums

(B): Imaginérteil des NMR-Spektrums

Die selektiven Anregungen werden wie folgt bezeichnet:

Resonanz bei -80000 Hz wird mit (-1) bezeichnet.

Resonanz bei 0 Hz wird mit (0) bezeichnet

Resonanz bei 80000 Hz wird mit (1) bezeichnet
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Im zweiten Experiment wird auf das Spinsystem ein ,,weicher® 90°-Puls auf die
energieniedrigste Resonanzfrequenz eingestrahlt. Der Effekt dieses Pulses auf die Dich-
tematrix wird durch Propagation der Dichtematrix mit dem Propagator aus Gleichung

(4.8) durchgefiihrt.

Pl = Ul g0eAmU-1 002
% —Z% 0 0 1 To + il’ll T3 + ifﬂu Ty + i$13
B —Z% % 0 0 To — ixu Ty T + i$14 T + iI15
0 0 00 T3 — il’lg T — iZE14 s Tg + Z.x16
0 0 0 0 Ty — ixlg Ty — i$15 Tg — i$16 T10
1 -1
75 Z% 0 0
| 1
1= —= 0 0
V2o V2 (4.37)
0 0 00
0 0 00

Mit Hilfe von Gleichung (4.37) kann man die transformierten Dichtematrixelemente
p2)ij in Form der urspriinglichen unbekannten Variablen x,, ausdriicken. Von pp wer-
den gemif Gleichung (4.31) nur die drei eingerahmten Elemente detektiert. Es gentigt,
den Zusammenhang von diesen drei Elementen zu den unbekannten Variablen x,, her-

zustellen.

X1 — T
P12 = T2+ 12 °

B Tg + T12 L3 — T4

Pj3a = Tg+iTie (4.38)

Die Fldachen der Banden, kénnen nun nach Gleichung (4.36) in Bezug zu den Matrix-

elementen pp ;; des Experiments b) gebracht werden.

3(f(P[z] 12) = NA[L(I) = T3

Cc21

A (4 Ty — s
S(p12) =N [622}5 ) — 5

Ap91(2) Te + T12
9%(p[Z] 23) =N [02;2 = \/5

Ay (5) L3 — 14

S(pyes) =N—"2— = NG
A (3
§R(Pp] 34) = NL() = Ty

C43

Apor(6
S(ppsr) = N2 — g (4.39)

C43
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Analog zu Gleichung (4.39) kann durch Transformation der Dichtematrix nach Glei-
chung (4.37) der Zusammenhang zwischen den Signalflichen und den unbekannten

Variablen in der Dichtematrix fiir die restlichen Experimente erhalten werden. Fiir

Experiment c¢) ergibt sich,

NA[g}(l) To — X129
Ca1 \/§
NA[s] (4) T3+ T1p
Ca1 \/5
A (2
v AE2) v
C32
NA[g}(E)) Ty — g
C32 2
NA[3](3) Tg + Z15
C43 \/5
Apg1(6 —
A AE©) T1e — 27 (4.40)
C43 \/5
fiir Experiment d),
A (1
A .
Ca1
A (4
A .
Ca1
NA[4}(2) Te — T15
C32 \/§
Ay (5) T7 + Ty
N
C32 \/5
A (3
A G) v
C43
A (6 —
A Au(©) Ty — 19 (4.41)

C43



58 Theoretische Betrachtung des Spin-%-Systems

und fiir Experiment e),

A (1
Nim( ) = X9
Ca1
Az (4
yAsW
C21
A (2
Ni[s)}( ) = T4
C32
A1 (5
N 50) .
C32
A (3
NAa®) _
C43
A (6
yAs® (4.42)
C43

Das durch die fiinf Experimente erhaltene System von 30 linearen Gleichungen ((4.36),
(4.39), (4.40), (4.41) und (4.42)) wird im néchsten Schritt verwendet, um die unbe-

kannten Variablen x,, zu bestimmen.

4.4.1 Anpassung der experimentellen Daten: ,,Kleinste Feh-
lerquadrate*

Aus den Experimenten des letzten Abschnitts werden lineare Gleichungen erhalten,

J
Zazja:j = bz (443)
j=1

deren Anzahl (Z) groBer ist als die Menge der gesuchten Variablen (J).

AX = B
Z A
DY agw; = > b (4.44)
2=1 j=1 z=1

Dabei sind die Koeffizienten b, und a,;, z.B. fir Gleichung (4.39 zweite Zeile),

NA[Q](4) Tr1 — Ty

= 4.45
o 5 (4.45)
folgendermafen definiert:
A (4
b = naad
C21
1
21 = 2
1
9y — —= (446)
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Einige dieser Gleichungen sind auf dem Papier identisch, im Normalfall jedoch weichen
die Koeffizienten b, durch experimentelle Fehler voneinander ab. Diese redundante In-
formation ist zwar gewiinscht, um die Genauigkeit des Experiments zu erhéhen, aber
um das Gleichungssystem eindeutig zu l6sen, mufl die Anzahl der Gleichungen auf
die Anzahl der Unbekannten reduziert werden. In diesem Abschnitt wird ein Verfah-
ren aufgefiihrt, worin die zusétzlichen Gleichungen durch die Methode der kleinsten
Fehlerquadrate in optimaler Weise auf das notwendige Maf} reduziert werden.

Es werden Z Gleichungen (Z > J) verwendet, die z.T. linear voneinander abhéngig

sind. Im Idealfall gilt:
z J
> (Z (zjTj — bz> =0 (4.47)
z=1 \j=1

Durch experimentelle Fehler gilt die Beziehungen nicht exakt und anstelle von Glei-

chung (4.47) wird eine Fehlerfunktion x definiert.

2= i (( y azj:v]) — bz> (4.48)

Die auf diese Weise definierte Funktion x? ist von den Variablen z; abhéingig. Um das
Minimum dieser Funktion zu finden, ist eine Differenzierung nach allen abhéngigen

Variablen notwendig.

J aXQ J
; ox; B ; (Zl 2 (; (azjxj) - bz) azi)
= 2 Z Z (Z azjazi) Tj—2 Z <Z bzazi> (4.49)

Mit der Definition der Variablen,

Z

Cij = g AziGzj

z=1

Z
d = Y b.a (4.50)
z=1

konnen die Ausdriicke in den Klammern der letzten Zeile der Gleichung (4.49) ersetzt

werden. Mit der Bedingung fiir ein Minimum der Fehlerquadratfunktion wird aus Glei-
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chung (4.49):

J J J
0 = QZZQJ% Z i
i=1 j=1 =1
J J J
Z Cij Ty = ZdZ
i=1 j=1 i=1
CX = D (4.51)

Das auf diese Weise erzeugte lineare Geichungssystem kann nun mit Standard-Methoden,

wie z.B. Gauss Eliminierung, gelost werden.



Kapitel 5

Ergebnisse und Diskussion

In den vorhergehenden Kapiteln sind die fiir diese Arbeit wichtigen Grundlagen und die
Eigenschaften des Spin—%—Systems erarbeitet worden. Einige Methoden, wie die ,State
Tomography* oder die Simulation von NMR-Experimenten, werden verwendet, um die

experimentellen Daten zu deuten.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Ubertragung der bisher durchgefithrten NMR- Ex-
perimente eines 2-Qbit-Systems, bestehend aus zwei gekoppelten Spin—% Kerne, auf
das quadrupolare Spin—%—System. Es wird die Erzeugung der pseudo-reinen Zustidnde
und die Anwendung logischer Schaltungen beschrieben und experimentell bestéatigt.
Dazu werden NMR-Spektren und experimentell durch ,,State Tomography* bestimmte

Zusténde der Dichtematrix prasentiert.

5.1 Darstellung des NalNOs-Einkristalls

Der benétigte Einkristall wird durch Rekristallisation von NaNOg aus einer wafirigen
Losung gewonnen. Dazu wird handelsiibliches technisches Natriumnitrat (ca. 1,5 g) in
einer Mischung aus 95 Vol% Ethanol und 5 Vol% Wasser (ca. 20 ml) in der Siedehitze
bis zur Sattigung gelost. Anschlieend wird die Losung durch Filtration von Riickstén-
den befreit und langsam auf Raumtemperatur abgekiihlt. Diese Losung wird in einem
offenen Becherglas mehrere Tage stehen gelassen. Die trigonalen Kristalle werden an-

schliefend von der Losung getrennt und an der Luft getrocknet.

61
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5.2 NMR-Experimente

Alle NMR-Experimente in dieser Arbeit sind mit einem Bruker ASX-400 NMR- Spek-
trometer (By = 9,47) durchgefithrt worden. Es wurde ein ,Magic Angle Spinning*
(MAS) Probenkopf (HP WB 73A MAS 4 BL CP BB VTN) eingesetzt.

<> Ein ca. (4 x 3 x 1) mm groBer NaNOj-Einkristall
wurde mit Magnesiumoxid-Pulver als Fiillstoff in

@ einen 4 mm Zirkondioxid Rotor gepackt. Der Einkri-
stall wurde, wie in Abbildung (5.1) schematisch skiz-

e ziert, ungefihr in der Mitte des Rotors positioniert.

Abbildung 5.1: Orientierung
des NaNOj3 Einkristalls im MAS-
Rotor

Wie in Kapitel (4.1) beschrieben, ist die relative Orientierung des Kristalls im Bezug
zum statischen Magnetfeld ausschlaggebend fiir die wirkende quadrupolare Kopplung
und damit fiir den Abstand der drei Resonanzlinien im Frequenzspektrum. Um die
Probe in eine geeignete Position zu bringen, wird der Rotor durch Umorientierung
solange anders positioniert, bis ein Linienabstand von ungefahr 100.000 Hz erhalten
wird. Die Resonanzfrequenz des Natriums betrégt bei diesem Gerét 105,84 MHz. Zur
Steuerung des Spektrometers wird die XWinNMR Software von Bruker (Version 1.3)

verwendet.

5.2.1 2’Na-NMR-Experimente mit dem NaNQOj;-Einkristall

Die drei Resonanzlinien des NaNO3 Spektrums sind jeweils 1500 Hz breit, was einer T5-
Relaxationszeit von ungefihr einer halben Millisekunde entspricht. Die Manipulationen
dieses Spinsystems miissen daher in einer deutlich kiirzeren Zeit durchgefiithrt werden.

Die NMR-Experimente bestehen aus einer Folge verschieden langer und verschieden
intensiver Radiofrequenzpulse. Zusétzlich zur Intensitdt und Dauer kann die Frequenz
des Pulses geéndert werden. In Abbildung (5.2) ist z.B. die Pulssequenz fiir die Im-
plementierung der Hadamard-Transformation (siehe S. 71) graphisch dargestellt. Die
jeweiligen Pulswinkel und die Einstrahlfrequenzen sind iiber den graphisch dargestell-

ten Pulsen angegeben. Von links nach rechts ist der zeitliche Verlauf des Experimentes
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wiedergegeben. In den Pulsprogrammen (neben Tabelle 5.1) werden die Lingen der
Pulse mit P1 bis P31 bezeichnet. Zwischen den Pulsen werden Wartezeiten angegeben,
in denen die Pulsleistungen und Pulsfrequenzen gedndert werden koénnen. Diese sog.
Delays werden in den Pulsprogrammen mit d1 bis d31 abgekiirzt (siehe z.B. Tabelle
5.1).

(=1) /(1) FID
1 (5), ' (5), an = \N\/\fvmw

Abbildung 5.2: Graphische Darstellung der Pulssequenz zur Generierung der Hadamard-
Transformation des Qbits A

Die Dauer eines Pulses und die darauf folgende Wartezeit ist wichtig fiir die weiteren
Manipulationen des Spinsystems (siehe Kapitel 4.2.2). Die Zeiten miissen so gew#hlt
werden, daf§ die Phase des Spinsystems vor Beginn des folgenden Pulses den angestreb-
ten Winkel besitzt, damit die korrekten Zusténde der Dichtematrix generiert werden
konnen. Die relativen Phasen im betrachteten Spinsystem &dndern sich schon merk-
lich in einer zehntel Mikrosekunde. Das verwendete Gerét war z.T. nicht in der Lage
die angegebenen Zeiten fiir Pulse und Wartezeiten korrekt auszufithren. Daher sind
bei einigen Experimenten Phasenfehler aufgetaucht, die, wenn méglich, manuell durch

Phasenkorrektur behoben werden mufiten.

Ein anderer relativ grofler Fehler kann durch Anwendung vieler selektiver Anregun-
gen entstehen. Die Pulsleistung muf3 relativ hoch sein, um ein kurzes Experiment im
Vergleich zur Th-Relaxation durchfithren zu kénnen. Dies vermindert die Selektivitét

der Anregung und verfélscht die zu implementierende Manipulation der Dichtematrix.

In der ,State Tomography“ werden die Bandenflachen durch diese Fehler zum Teil
erheblich beeinfluit. Dies hat zur Folge, dafl die relativen Intensitéiten der bestimmten

Dichtematrixelemente nicht korrekt sind, oder sogar die relativen Vorzeichen falsch

bestimmt werden (Abb. (5.5) oder (5.6)).
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5.3 Abbildung der Spin-% Basiszustinde auf die Boo-
le’schen Elemente

Zur Simulation eines zwei-Qbit-Systems, miissen die Spinzustinde den Boole’schen
Basiszustéinden eines zwei-Bit-Systems zugeordnet werden. Diese Abbildung kann im
Prinzip in beliebiger Weise vorgenommen werden. Wenn aber eine Abbildung festgelegt

wurde, mufl diese wihrend der Berechnungen beibehalten werden.

3
=) = 10) 10) = Joo)
1
S )= 10) 1) = Jon)
1

—5 ) = 11)10) = 10
3

—5 =|1)[1) = |11) (5.1)

Mit der Definition von Gleichung (5.1) kénnen die unitéren Operationen und die Zu-
stdnde der zwei-Qbit-Wellenfunktionen auf das Spin—%—System iibertragen werden. Die
Dichtematrix dieses Systems im Gleichgewichtszustand ist in Kapitel (4.1) berechnet
worden. Wird das obige ,,Mapping“ benutzt, sind die Elemente der Dichtematrix den

folgenden Boole’schen Zustdnden zugeordnet.

Gl Gl (=3l (=3 (o (01| (10 (11|

12) L5 0 0 0 00) L5 0 0 0

EX 0 0,5 0 0 = |01) 0 0,5 0 0

|-1) 0 0 —0,5 0 |10) 0 0 -05 0

|—2) o 0 0 -1,5 |11) o 0 0 -1,5
(5.2)

Hierbei ist die Bezeichnung von Qbit A und Qbit B in der Reihenfolge, wie in Kapitel

(3.4) angegeben, iibernommen worden.

5.4 Pseudo-reine Zustinde im quadrupolaren Spin-
system

Ein erster Schritt, um Quanteninformationsprozessoren simulieren zu kénnen, ist die

Generierung von beliebigen pseudo-reinen, bzw. effektiv-reinen Zusténden (siehe Kapi-
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tel 3.9).

Im Jahr 2000 zeigten Khitrin et al. [9] experimentell, dafl es moglich ist, in fliissig-
kristallinen Spin—%-Na—Salzen die verschiedenen pseudo-reinen Zustédnde analog zum
zwei-Qbit-System zu erzeugen. Dazu wurden selektive Pulse auf Doppel-Quantenkohérenzen
eingestrahlt. Khitrin et al. présentierten ebenfalls die Generierung aller pseudo-reinen
Zusténde eines drei-Qbit-Systems, reprisentiert durch einen Spin—% Cs Fliissigkristall
[7]. In dieser Arbeit wird eine Methode von Sinha et al. adaptiert, bei der selektiv
Einfach-Quantenkohérenzen des NaNOjs-Einkristallsystems angeregt werden [8].

Der erste pseudo-reine Zustand wird durch zwei selektive Pulse und anschlieSender
Ausloschung transversaler Magnetisierung erreicht. Im ersten Schritt wird ein 180°-Puls

auf Ubergang (1) eingestrahlt.

pt1) = Uf%sog/aequ 1809

100 o\[(L5 0 0 0 100 0
ot o offlo o5 0o o [|o1oo
loo o —i|lo o —o5 o0 000 i

00— 0/\o o o -15 \0oo0io0

1,5 0 0 0

p(t2) = Uggoe p(t1)Uo 902 = (5.4)

o
o
o

I

o

ot

Vom NaNOs Einkristall sind die Relaxationszeiten 77 und 7T, durch Standard-
Methoden bestimmt worden [12]. Dadurch, da die transversale Relaxation im Bereich

von einer Millisekunde liegt, und die Spin-Gitter-Relaxation ungefdhr fiinf Sekunden

'Die Bezeichnungen der Ubergange (-1), (0) und (1) entsprechen den selektiven Anregungen in
Abbildung (4.2) und (4.5). Die Propagatoren sind nach Gleichung (4.8) auf Seite 43 bezeichnet worden.
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betrédgt, kann man sich diesen Unterschied zunutze machen, indem man eine Warte-
zeit von fiinf 75 in das Experiment einbaut. In dieser Zeit bleiben durch die lange
T1-Relaxation die Diagonalelemente unverdndert, wihrend die Nicht-Diagonalelemente
der Dichtematrix verschwinden. Durch diese Prozedur erspart man sich einen Gradien-

tenpuls, der den gleichen Effekt hétte [29]. Der erste pseudo-reine Zustand,

ﬁ[ps. Pur 00] = (55)

ist dann der Ausgangspunkt zur Generierung der anderen pseudo-reinen Zusténde.

~ -1 N
Plps.Puro1] = U7 1802 Pps. Pur 00jU—1 1802

~ o -1 ~

Plps. Pur10] = U, 180 P[ps. Pur 01]U0 1802

) = Uliggep U (5.6)
Plps. Pur 11] = U1 1809 P[ps. Pur 10] V1 180 .

Um die hier dargestellten theoretisch abgeleiteten Wege zur Erzeugung der reinen Zu-
stinde experimentell zu bestétigen, gibt es im Prinzip mehrere Moglichkeiten. Eine
exakte Methode wire die ,,State Tomography” jedes Zustands, um die vollstdndige
Dichtematrix zu erhalten. Leider ist eine solche Bestimmung mit vielen relativ zeitauf-
wendigen NMR-Experimenten verbunden. Daher wird ein vereinfachter Weg zu Besté-
tigung dieser Zustinde gew#hlt. Ein unselektiver 10°-Puls auf die jeweiligen Zustédnde
liefert Spektren, die die relativen Besetzungen der Energieniveaus widerspiegeln. Ein
Vergleich zwischen Experiment und Simulation ist in Abbildung (5.3) dargestellt. Auf
analoge Weise sind pseudo-reine Zustédnde von dem quadrupolaren Spin—%—Kern "Li in

einer fliissig-kristallinen Phase generiert und bestétigt worden [8].



5.4 Pseudo-reine Zustinde im quadrupolaren Spinsystem 67
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Abbildung 5.3: Experimentelle (links) und simulierte (rechts) NMR-Spektren der pseudo-reinen
Zusténde nach einem harten 10°-Puls.
Die Bezeichnung der Spektren (I), (IT), (IIT) und (IV) entsprechen den jeweiligen pseudo-reinen Zu-
stdnden. (Achsenbeschriftung in [Hz])
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5.5 Logische Schaltungen mit dem Spin-%-System

Logische Operationen des zwei-Qbit-Systems wurden in Kapitel (3.4) behandelt. Nun
werden fiir das virtuelle zwei-Qbit-System, reprisentiert durch einen Spin—%—Kern, die

entsprechenden NMR-Experimente aufgefiihrt.

Die ersten experimentellen Arbeiten von logischen Schaltungen dieses Systems wur-
den von Sinha et al. durchgefiihrt [8]. Die relativen Phasen der dort angegebenen Per-
mutationsoperationen stimmen nicht mit den Propagatoren iiberein, die durch die dort
angegebenen Pulssequenzen implementiert wiirden. Im Fall von zwei gekoppelten Spin-
:-Kernen sind auf der anderen Seite die korrekten Permutationen erzeugt worden [37].
In dieser Arbeit konnten bis dato leider keine Pulssequenzen entwickelt werden, die den

korrekten Permutationsoperationen entsprechen.

Um jede beliebige unitdre Operation mit dem Spin—%—System erzeugen zu kon-
nen, geniigten die Ubertragung der Hadamard, der %—Phasen Operation, sowie der
c¢-NOT Schaltung auf das Spin—%—System, da diese einen vollstédndigen Satz von logi-
schen Qbit-Operationen des virtuellen zwei-Qbit-Systems représentieren (siche Kapitel
(3.5)). Leider erweist es sich als nicht trivial, die Pulssequenzen der drei Schaltun-
gen fiir jedes der beiden Qbits zu bestimmen. In dieser Arbeit werden zu den beiden
Hadamard-Operationen und zu den ¢-NOT-Schaltungen analoge Manipulationen ent-
wickelt. Diese unterscheiden sich von den exakten Operationen in der relativen Phase.
Wenn in zukiinftigen Arbeiten die Phasenoperation entwickelt wiirde, konnten diese
Fehler korrigiert werden. Es wird gezeigt, dafl die Auswirkung dieser Schaltungen die

Dichtematrix in die korrekten Zustiande tiberfiihrt.

5.5.1 Hadamard-Transformationen im zwei-Qbit-System

Der Effekt des Hadamard Gates auf die Wellenfunktion des Qbits ist in Gleichung (3.8)
aufgefithrt. Das direkte Produkt liefert die Transformationsmatrix fiir ein zwei-Qbit-
System. In Gleichung (3.12) ist die Transformationsmatrix der Hadamard-Operation

des zweiten Qbits berechnet worden. Analog wird die Transformationsmatrix fiir das
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erste Qbit erhalten.

10 1 0
UAH:L0101
V2110 -1 0
01 0 -1
1 1 0 0
Usy = — b0t (5.7)
V2o 0 1 1
0 0 1 —1

In der Praxis erweist sich die Adaption des exakten Hadamard Gates auf NMR Syste-
me als umsténdlich. Eine dhnliche Transformation, die eine Superposition der Basiszu-
stande ergibt, wird bei Spin—% Systemen durch selektive 90°-Pulse bewerkstelligt. Diese
Transformation unterscheidet sich von der Hadamard-Operation in der Position des
negativen Vorzeichens in der Propagatormatrix, was sich bei manchen Spinzustdnden
in anderen Vorzeichen (Phasenfehler) einiger Dichtematrixelemente niederschligt. Im
Fall des Spin—%—Systems wird eine Pulssequenz verwendet, die den gleichen Phasenfeh-
ler verursacht. Viele der Quantenalgorithmen kénnen aber in Form dieser Hadamard-
analogen Transformationen formuliert werden, so dafl diese praktische Vereinfachung
keine zwingende Einschrénkung der Moglichkeiten bedeutet [6].

Die zur Hadamard-Transformation des Qbits B analoge Manipulation des Spinsy-

stems wird durch folgende selektive Anregung ermoglicht:
e selektiver 90°-y-Puls auf Ubergang (-1),
e selektiver 90°-y-Puls auf Ubergang (1)

Die Propagator-Matrizen der einzelnen Pulse sind in Gleichung (4.9) angegeben und

liefern durch Multiplikation die vollsténdige Propagatormatrix in Gleichung (5.8).



70 Ergebnisse und Diskussion

Diese Transformation ist identisch mit der allgemein iiblichen im Falle von Spin—%

Systemen? [6].

1 1 0 0
Upyo— = | 78100 (5.8)

V20 0 1 1

0 0 —1 1

Die Dichtematrix des Gleichgewichtszustands wird durch diese Transformation in den

| \ | |
J‘} ~%d J \L

120000 60000 0 -60000 -120000 120000 60000 0 -60000 -120000

Abbildung 5.4: Experimentelles und simuliertes NMR-Spektrum nach Anwendung der Hadamard-
Transformation des Qbits B (Us ) auf den Gleichgewichtszustand des Spinsystems. (Achsenbeschrif-
tung in [Hz])

folgenden Zustand iiberfiihrt:

U;}{sﬁeqUBHs =
1 =10 O 1,5 0 0 0 11 0 0
11 1 0 O 0 0,5 0 0 -1 1 0 0 B
2 0 0 1 -1 0 0 -0,5 0 0 0 1 1 -
0O 0 1 1 0 0 0 -1,5 0 0 -1 1

1 05 0 0
0,5 1 0 0

0 0 -1 0,5
0 0 05 —1

(5.9)

2Das zugefiigte s des Propagators (Us ) in Gleichung (5.8) deutet, wie auch bei spiiteren Propa-
gatoren, darauf hin, dal es sich nur um eine analoge Operation handelt.
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Das NMR-Spektrum nach der Anwendung dieser Transformation auf das Spinsystem
im Gleichgewichtszustand liefert daher ein Spektrum, worin nur die beiden dufleren
Banden (Abb. 5.4) angeregt werden. Dadurch, dafl die Anregungen nicht ideal selektiv
sind, wird eine geringe Intensitéit der mittleren Resonanzfrequenz gemessen. Der wahre

Propagator weicht daher leicht von dem idealen in Gleichung (5.8) ab.

Eine mit der Hadamard-Transformation des Qbits A vergleichbare Manipulation
wird durch folgende Anregungen ermoglicht.

e harter 180°-y-Puls,

e selektiver 180°-y-Puls auf Ubergang (0),

e selektiver 90°-y-Puls auf Ubergang (-1),

e selektiver 90°-y-Puls auf Ubergang (1),

e harter 180°-y-Puls,

e selektiver 180°-y-Puls auf Ubergang (0)
Wobei die Propagatormatrizen der Anregungen durch die Gleichungen (4.9) und (4.10)

definiert sind. Multiplikation der Propagatormatrizen in der vorgegebenen Reihenfolge

liefert den zur Hadamard-Transformation des Qbits A analogen Propagator.

(5.10)

Diese Transformation liefert bei Anwendung auf pseudo-reine Zustdnde, oder auf den
Gleichgewichtszustand der Dichtematrix, die Anregung von Doppel-Quanten-Kohérenzen.

Es wird daher bei der Aufnahme eines NMR-Spektrums, nach Anwendung dieser Trans-
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formation auf den Gleichgewichtszustand des Spinsystems, kein Signal gemessen.

UX}JspAeqUAHS =
-1 0 -1 0 1,56 0 0 0 -1 0 -1 0
o 1 0 -1 0 0,5 0 0 o 1 0 -1 B
2 -1 0 1 O 0 0 -0,5 0 -1 0 1 0 B

10 10
0 = 0 -1 (5.11)
1 0 4+ 0
0 -1 0 —3

4

Abbildung 5.5: Durch , State Tomography“ experimentell, und durch Simulation bestimmte Dichte-
matrix nach Anwendung der Hadamard-Transformation des Qbits A (Uag,) auf den Gleichgewichts-

zustand des Spinsystems.
(Die Achsen in der grauen Ebene geben den Zeilen- (R1-R4) und den Spaltenindex (1-4) der Dichte-
matrixelemente wieder. Die senkrechte Achse beschreibt den Wert des jeweiligen Elements.)

Der Zustand der Dichtematrix, nach Anwendung der Hadamard Transformation
auf den Gleichgewichtszustand des Spinsystems (Gleichung (5.11)), wird durch ,State
Tomography* untersucht. In Abbildung (5.5) sind die reellen Elemente der Dichtematrix

des Zustands graphisch dargestellt, alle imaginédren Elemente sind klein und kénnen mit
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guter Naherung vernachléssigt werden. Diese experimentell gewonnenen Informationen
konnen mit den Werten der Matrix in Gleichung (5.11) sowie mit dem simulierten
Experiment in Abbildung (5.5) verglichen werden.

Die Implementierung dieser Transformation ist mit den angewandten Methoden nur
schwer moglich. Erstens ist die Pulsleistung fiir einen harten Puls nicht hoch genug, was
eine erhebliche Abweichung des Propagators bedeuten kann, und zweitens ist die Selek-
tivitdt der ,Soft Pulse” nicht ausreichend. Aus diesen Griinden (siehe auch Abschnitt
(5.2.1)) konnen die Vorzeichen und Intensitdten der Dichtematrix nicht korrekt be-
stimmt werden. Trotzdem kann man erkennen, dafl durch die angegebene Pulssequenz
die Doppel-Quantenkohédrenzen angeregt wurden. Die zur Bestimmung der Dichtema-
trix benutzten experimentellen Parameter sind in Tabelle (5.1) mit dem dazugehorigen
Pulsprogramm aufgefiihrt. Die zur Losung des Gleichungssystems erhaltenen Banden-

flichen sind in Tabelle (5.2) dargestellt.
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;aq < 200 ms Tabelle 5.1: Experimentelle Pa-
rameter zur Implementierung der
1 ze 2 d1 tlo ;relaxation 5*T1 Hadamard-Transformation (Ua ).
6u ol tl10 :unblank AMT Erléiuter.ungen zu den Abkiirzungen
pl ph2 ;hard 180, frequency (0) werden in Kapitel (5.2.1) gegeben.
d2 tl1
p2 ph2 ;soft 180, frequency (0) | Parameter | Wert | Freq.
d3 ol tl2 a1 20 s
p3 ph2 ;soft 90, frequency (-1) t10 94 dB | 0 kHz
d4 ol tl11
pl 9,5 us
p4 ph2 ;soft 90, frequency (1) D 111 s
d5 ol tl0 D2 A6 s 0 kHz
p5 ph2 ;hard 180, frequency (0) 13 5.55 us
deé tl1 03 é4 s -97 kHz
p6 ph2 ;soft 180, frequency (0) 1 6.03 s
d7 ol t13 ;start der State Tomography o4 2’85 s 97 kHz
p7 ph2 ;soft 90, frequency (-1) & 479MS
ds tl4 05 9’5 s 0 kHz
p8 ph2 ;soft 90, frequency (-1) a6 11’1 .
d9 ol t15 ; Iy H51 0 kHz
P9 ph2 ;soft 90, frequency (0) S HS
d10 ol t16 ’ D05 15 | g7 1y
pl0 ph2 ;soft 90, frequency (1) p7 24 ps
di1 14 ds 0.95 15 | g7 1y
pll ph2 ;soft 90, frequency (1) p8 24 pis
d12 ol d9 0.95 15 | g
go=2 ph31 D9 23 pis
om d10 7,93 us 97 kHy
5 wr #0 6 exit 31(1) 288’2 Hs
Y MS
pll 28,5 s | 07 K
ph1 =00221133 ; x d12 4,85 pis | 0 kHz
ph2 =11332200 ; vy
ph31=11332200 ; x
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Tabelle 5.2: Signalflichen der Experimente zur ,State Tomography“ nach der Hadamard-
Transformation. Die Bezeichnung der Experimente entspricht der Auflistung auf Seite 54

| Experiment | 97000 Hz | 0 Hz | -97000 Hz |
(a) real | 05 [-0,01] -0,04
magindr 0,14 0,04 0,35

(b) real -0,43 0,22 -0,74
mmagindr -0,54 0,27 -0,1
() real 0,48 0,13 -0,39
imagindr 0,19 -0,1 0,21
(d) real 0,45 -1,0 -0,19

mmagindr 0,14 0,25 0,15
real 0,21 -0,14 -0,1
imagindr -0,2 0,25 0,28

5.5.2 C-NOT-Operation (XOR)

Die ¢-NOT-Operation eines zwei-Qbit-Systems kann in zwei Richtungen durchgefiihrt
werden. Qbit A kann entweder als Ziel- oder als Kontroll-Qbit verwendet werden. Die c-
NOT-Operation mit Qbit A als Kontroll-Qbit und Qbit B als Ziel-Qbit ist schematisch
in Abbildung (3.3) dargestellt. Die Propagatormatrix dieser Schaltung und der Effekt
auf den Zustandsvektor bzw. auf die Dichtematrix ist in Gleichung (3.14) aufgefiihrt.
Eine analoge Transformation wird durch selektive Anregung des Ubergangs (1) erzeugt,

die sich wieder nur in der Phase des eigentlichen Propagators Us.yor unterscheidet.

1 0 0 O
01 0 O
Usenors = Ut 1sog = (5.12)
00 0 1
00 —-10

Die Wirkung dieser Operation wird nicht weiter durch experimentelle Schritte bestétigt.
Vielmehr wird die c-NOT-Operation mit Qbit A als Ziel- und Qbit B als Kontroll-Qbit

genauer betrachtet.

100 0) (oo 100)
000 1]|]]o1) I11)
Uacnor [¥) = = (5.13)
001 0]][0) 110)
010 0) \|11) 01)

Eine der Ua.yor Operation entsprechende Manipulation wird durch die Pulssequenz,
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e selektiver 180°-y-Puls auf Ubergang (1),
o selektiver 180°-y-Puls auf Ubergang (0),
o selektiver 180°-y-Puls auf Ubergang (1),

erreicht. Die Propagatormatrix dieser Operation wird durch Matrixmultiplikation der

Propagatoren in Gleichung (4.9) bewerkstelligt.

10 0 0
00 0 1
Uacnors = Ut 1803 Uo 1805 Ut 1805 = (5.14)
( 00 -1 0
01 0 O

Der Effekt dieser Operation auf den Gleichgewichtszustand der Dichtematrix bewirkt
nur eine Vertauschung der relativen Besetztung des zweiten und vierten Energieniveaus.
Die experimentelle Implementierung dieser Operation wird im kommenden Abschnitt

in Kombination mit der Hadamard-Schaltung beschrieben.

5.6 Experimentelle Erzeugung eines ,,Entangled State*

Der erste Bell-Zustand (Entangled State) wird, wie in Kapitel (3.4) angegeben, durch
Anwendung der Hadamard-Transformation auf einen reinen Zustand mit anschlieflen-
der c-NOT-Operation generiert.

In diesem Fall wird von dem ersten reinen Zustand des Spinsystems ausgegangen.
Uoo = 100) (5.15)

Die Hadamard-Transformation, angewendet auf das zweite Qbit (Uzy bzw. in unserem
Fall Usy,), liefert den Zustand:

1
V2

Die c-NOT-Operation mit dem ersten Qbit als Ziel (Ua.yor bzw. Ua.yors) ergibt dann

Us g, |00) = —— (]00) + |01)) (5.16)

den Zustand:

1 1

\/§[UACNOTS (100) +101)) = —=(]00) +[11)) (5.17)

S

2
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Analog zu der Formulierung iiber die Zustandsfunktionen des Spinsystems werden die
Ausdriicke fiir ein NMR-Experiment durch Transformation der Dichtematrix erhalten.
Im ersten Teil dieses Experiments wird, wie in Kapitel (5.4) beschrieben, der erste
pseudo-reine Zustand des Spinsystems erzeugt. Anschlieend werden die Pulse, die der
Hadamard-Transformation des zweiten Qbits entsprechen, ausgefiihrt (siehe Seite 69).
Durch Anwendung der c-NOT-Operation (Gl. (5.14)) auf diesen Zustand wird der erste
Bell-Zustand erzeugt.

Aufgrund der kurzen Th-Relaxationszeit wird nicht die vollsténdige Pulssequenz der
logischen Operationen eingesetzt, sondern eine verkiirzte Sequenz, bei der die Pulse,
die keinen Effekt auf den Zustand der Dichtematrix haben, ausgelassen werden. Dazu
gehort der selektive 90°-Puls auf Ubergang (-1), der zur Hadamard-analogen Transfor-
mation gehort, sowie der erste 180°-Puls der ¢-NOT Transformation.

Die eigentlich implementierte Transformation ist daher, ausgehend vom ersten pseu-

do reinen Zustand pps. pur 00):

- -1 —1 -1 4
PEnt = UZ7 15800 Uo 1800 Ur 902 lps. Pur 00]U1 905 Uo 1805 U1 1805 =

1 1 1 1
L - 0 o) (15 o0 0 0 0 0 %
1 1

0 0 -1 0 0 —0,5 0 0 7 0 0 |
o 0 0 -1 0O 0 -05 0 0 -1 0 0

1 1

L L 0 0 0 0 0 -0,5 0 0 -1 0
0,5 0 0 1

0 -0,5 0 0

(5.18)

0 0 -0,5 0

1 0 0 0,5

Dadurch, dafl nur wenige selektive Pulse nétig sind, wird durch die ,State Tomogra-
phy* der korrekte Zustand der Dichtematrix erhalten (Abb. 5.6). Nur die Intensitéts-
verhéltnisse stimmen nicht sehr gut mit den theoretischen iiberein. Auch hier sind wohl
Relaxation und Phasenfehler dafiir verantwortlich.

Das in diesem Experiment verwendete Pulsprogramm, sowie die dazugehorigen Pa-
rameter sind auf Seite 79 aufgefiithrt. Die Bandenfldchen zur Bestimmung der Dichte-

matrix sind in Tabelle (5.4) dargestellt.
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4

Abbildung 5.6: Graphische Darstellung der, mittels ,,State Tomography* experimentell bestimmten
Dichtematrix des ,Entangled State“ (links) im Vergleich zur Simulation (rechts).
[Dargestellt sind nur die reellen Elemente. Alle komplexen Elemente sind vernachlissigbar klein. |
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79

;zgentBl.hk ;aq < 200 ms

1 ze 2 d1 tlo ; unblank AMT, Relaxation 5%T1

6u ol
pl phil
d2 ol
p2 phil
d3 ol
p3 ph2
d4 ol
p4 ph2
d5 ol
p5 ph2
dé ol
p6 ph2
a7
p’7 ph2
d8 ol
p8 ph2
d9 ol
p9 ph2
d1o0
pl0 ph2
dil o1l
go=2 ph31
2m

5 wr #0 6 exit

t10

tll

t12

t13

tl4

tl2

; X—channel

; 5¥T2

; y-channel, Hadamard Puls

; erster Puls c-NOT

; zweiter Puls c—-NOT
; start der State Tomography

; Anregung 90 Grad (-1)
; Anregung 90 Grad (-1)
; Anregung 90 Grad (0)
; Anregung 90 Grad (1)

; Anregung 90 Grad (1)

N
NN =
O O W
O O W

Tabelle 5.3: Experimentelle Para-
meter zur Erzeugung des ,,Entangled
State®. (Die Bezeichnungen wurden
in Kapitel (5.2.1) erldutert.)

‘ﬁParaIneter‘ Wert ’ Freq.
d1 20 s
t10 24 dB | 97 kHz
pl D7 s
d2 10 ps
02 23 pis 0 kHz
d3 50 ms
b3 2 pis -97 kHz
d4 6,93 us
o4 46 s 0 kHz
d5 5,5 s

’ kH
p5 57 s | O <2
d6 4,85 us
o6 2 pis 97 kHz
d7 6,93 us
’ 97 k

p7 24 us I7 kil
d8 6,93 us
b8 23 pis 0 kHz
d9 7,93 us
9 28.5 ps 97 kHz
d10 4,85 s
p10 28,5 s | 07 KHZ
d11 4,85 us | 0 kHz

Tabelle 5.4: Bandenfliichen der Experimente zur ,,State Tomography“ des ,,Entangled State“.
Die Bezeichnung der Experimente entspricht der Auflistung auf Seite 54

| Experiment | 97000 Hz | 0 Hz | -97000 Hz |

(a) real 0 0,06 -0,3
maginar 0,2 -0,1 -0,2
(b) real 0,2 0 1,96
maginar -0,1 0,19 -0,5
() real 0,2 -0,03 0,23
maginar -0,2 -0,11 -0,2
(d) real -2,4 0,4 -0,1
maginar -0,3 -0,37 0,23
(e) real 0,2 -1,74 0,34
maginar -0,2 0,34 0,16




Kapitel 6

Zusammenfassung

Quadrupolare Festkorper Spinsysteme sind im Bezug auf Quanteninformation und
Quantencomputer in dieser Arbeit erstmalig untersucht worden. Bisher wurden qua-
drupolare Spinsysteme in diesem Themenbereich nur in fliissig-kristallinen Medien ein-
gesetzt [7], [8], [9].

Im theoretischen Teil dieser Arbeit wurde eine ausfiihrliche Beschreibung dieser
Spinsysteme prisentiert, um die , State Tomography“ und die Pulssequenzen fiir die
logischen Schaltungen auf das Spin-3 System iibertragen zu konnen. Ein allgemeingiil-
tiges Simulationsprogramm fiir diese Experimente ermoglicht einen direkten Vergleich
der theoretischen Vorhersagen mit dem Experiment.

Mit dem Spin-3-Kern (**Na) als virtuelles zwei-Qbit-System konnten, bis auf re-
lative Phasen, beide Hadamard-Transformationen entwickelt und experimentell repro-
duziert werden. Die pseudo-reinen Zustinde dieses Systems wurden analog zu Sinha
et al. [8] generiert und durch Vergleich von Simulation und Experiment bestatigt. Die
Pulssequenzen fiir die ¢-NOT-analogen Operationen wurden ebenfalls aufgefiihrt.

Durch die Anwendung der c-NOT-Operation nach Anwendung der Hadamard-
Transformation auf den ersten pseudo-reinen Zustand des Spinsystems wurde der erste
Bell-Zustand (Entangled State) des zwei-Qbit-Systems erzeugt und durch ,State To-
mography“ experimentell bestéatigt.

Weitergehende Untersuchungen sollten zur Entwicklung der QQbit-spezifischen Pha-
senoperation durchgefiihrt werden. In diesem Fall wire man mit dem Repertoire an
logischen Operationen in der Lage, jede beliebige unitidre Operation des zwei-Qbit-
Systems zu implementieren.

Im n&chsten Schritt ist der Wechsel zu Systemen mit mehreren gekoppelten Spin—%

80
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Kernen notwendig. Dies beinhaltet eine umfassende Untersuchung, ob die Kopplung
zwischen diesen Kernen ausreicht, um weiterhin alle logischen Operationen implemen-
tieren zu konnen.

Ein zweiter wichtiger Faktor, an dem intensiv gearbeitet wird, ist die kurze Dekohé-
renzzeit in Festkorpern. Die Linienbreiten des verwendeten NaNOjs-Festkorpersystems
(~ 1500 Hz im Vergleich zu 100 Hz in fliissig-kristallinem Medium) deuten die sehr
kurze Tsr-Relaxation (< 1 ms) an. Die deutlich groflere quadrupolare Kopplung die-
ses Systems (~ 100 kHz im Vergleich zu wenigen kHz in fliissig-kristallinem Medium)
ermoglicht einerseits zwar sehr kurze selektive Anregungspulse, es kénnen aber nur
wenige logische Schaltungen implementiert werden, bevor das System relaxiert ist. Es
miissen Methoden entwickelt werden, wie z.B. ;Decoherence Free Subspaces [38], um
diese Probleme umgehen zu kénnen.

Diese Arbeit liefert einen Einstieg in die Quanteninformationsverarbeitung mit
quadrupolaren-Festkorper-Spinsystemen. Es wurden einige grundlegende Prinzipien er-
arbeitet, aber der weitaus wichtigere Schritt zu Systemen mit vielen Qbits und die

Verlangerung der Dekohérenz stehen noch bevor.
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